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Resumo & 5 ‘\

Com o avango das tecnologias de célculo e construgdo, a execucdo de edificios caddvez mais altos e
flexiveis tem se tornado comum, aumentando a suscetibilidade dessas .estruturas a vibragdes
excessivas provocadas por cargas dindmicas, como sismos e ventos. Negss texto, a realizacdo de
andlises dinamicas torna-se fundamental para garantir que os desloc s.dessas estruturas ndo
ultrapassem os limites estabelecidos por normas técnicas, preservan seguranca e estabilidade.
Este estudo desenvolve um cédigo computacional para a andlisesdindmica linear de estruturas do tipo
shear building, considerando o efeito P-Delta. Esse mod ral, amplamente utilizado por
projetistas devido ao baixo custo computacional, ¢ uma aproxi o simplificada, porém eficaz, para
andlises preliminares de projetos estruturais. A deformacdo per cisalhamento dos pilares € incorporada
no célculo da rigidez por meio de um fator de corre¢dao. O efeito P-Delta € incluido de maneira
aproximada, utilizando o método direto, em que aseq do movimento é modificada pela adig¢do de
um termo referente a matriz de rigidez geomét ultiplicada pelo vetor de deslocamentos. O
amortecimento estrutural é modelado pelp mictodo de Rayleigh. Andlises transientes e modais,
realizadas com o software livre Scilab, sao 4plicadas a dois problemas dindmicos de shear building
extraidos da literatura. Os resultados indi¢a %e, quando os valores da matriz de rigidez geométrica
sd0 da mesma ordem de grandeza qu matriz de rigidez material da estrutura, o efeito P-Delta
provoca alteragdes significativas” @iocamentos. Caso contrdrio, a inclusdo desse efeito nas
andlises dinamicas tem impacto g@ 0 na resposta estrutural.

Palavras-chave: anilise efeito P-Delta; deformagdo por cisalhamento; método de
Newmark; shear building.
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Transient and modal analysis of shear buildings considering shear deformation and P-

. A\ Delta effects
N

Abstract

With the ﬁcemem of calculation and construction technologies, the development of increasingly
tall ar@nore flexible buildings has become common, which increases their susceptibility to
e ive” vibrations caused by dynamic loads, such as earthquakes and winds. In this context,
per ing dynamic analyses of these structures is essential to ensure that displacements do not
exceed the limits established by technical standards, thus preserving safety and stability. This study
develops a computational code for the linear dynamic analysis of shear building structures,
considering the P-Delta effect. This structural model, widely used by designers due to its low
computational cost, is a simplified yet effective approximation for preliminary structural design
analyses. Shear deformation of the columns is incorporated into the stiffness calculation through a
correction factor. The P-Delta effect is included using the direct method, in which the equation of
motion is modified by adding a term corresponding to the geometric stiffness matrix, multiplied by the
displacement vector. Structural damping is modeled using Rayleigh's method. Transient and modal
analyses, performed with the open-source software Scilab, are applied to two dynamic shear-building
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problems found in the literature. The results indicate that when the values of the geometric stiffness
matrix are of the same order of magnitude as the material stiffness matrix, the P-Delta effect
significantly alters the displacements. Otherwise, including this effect in dynamic analyses has little
impact on the structural response.

Keywords: dynamic analysis; Newmark's method; P-Delta effect; shear building; shear deformation.

1 Introducao

Os grandes avancos em tecnologias de andlise estrutural, projeto, materiais e construgdo
possibilitaram o desenvolvimento de estruturas cada vez mais esbeltas e altas. Como consequéncia,
essas construgdes tornaram-se mais flexiveis e vulnerdveis a vibracdes excessivas provocadas por
cargas dindmicas, como sismos, ventos, ondas, entre outras (Oliveira; Brito; Avila, 2013)"#Essas
vibragdes podem resultar em danos estruturais e desempenho insatisfatério, pode ausar
transtornos significativos, e, em casos extremos, vitimas (Rahimi; Aghayari; Samali, 2020

No que se refere a obteng@o de caracteristicas dindmicas de sistemas estrutu is,%uas analises
podem ser empregadas: a modal e a transiente. A andlise modal consiste em detefminar as frequéncias
naturais e os respectivos modos de vibracdo da estrutura, enquanto a andlise transiente avalia a
resposta de uma estrutura submetida a um carregamento varidvel ao longo do, témpo (Souza, 2024a).

O modelo de shear building ¢ uma abordagem que simplifica a reptgsentacao de edificios e, por
essa razdo, ¢ amplamente utilizado em projetos estruturais devido a suasgimplicidade e a capacidade de
fornecer previsdes razodveis dos comportamentos estitico e dinami Ssas estruturas. No entanto,
em edificios altos, a deformacgdo por flexdo, em vez da deforpfagdo per cisalhamento, pode tornar-se
dominante, situacdo em que o modelo de shear building pode o mais representar adequadamente a
estrutura (Zhang; Aoki, 2017).

Esse modelo pressupde que toda a massa do edificio&std concentrada nos niveis dos pisos, que
as vigas dos pisos t€m rigidez infinita e que o efelt ial dos pilares ndo é considerado. Assim, os
deslocamentos em cada andar podem ser descri % um unico grau de liberdade translacional

(Bernardes Junior; Morais; Avila, 2017). Os pi 0 entdo, modelados como molas eldsticas que
exibem deformacdes apenas na dire¢ao hor'i quando submetidos a forcas laterais (Zuo; He; Li,
2022).

A andlise dindmica de estrutura
pesquisas anteriores. Concha e Alv

0 shear building tem sido amplamente investigada em
aza (2016) propuseram uma metodologia para estimar o
modelo de shear building com a0 sismica e acoplamento torcional, utilizando medi¢des de
aceleracdo do solo e dos an .“Masaeli, Khoshnoudian e Musician (2018) analisaram os efeitos da
interacdo solo-estrutura naoglinear em estruturas de shear building por meio de andlise dinamica
incremental, considerando o e¢feito P-Delta e utilizando molas ndo lineares e amortecedores para
modelar o solo. Conch lvarez-Icaza (2018) também apresentaram um método de identificacdo de
parametros € um o or de alto ganho, com o objetivo de validar o modelo e recuperar o estado de
um shear buildin, metido a excitagdo sismica, a partir das respostas de aceleragdo dos niveis do
solo e dos pis umentados.

Um todologia de projeto estrutural sismico, baseada na teoria de controle 6timo, foi
desenvo@ por Shmerling e Levy (2019) para shear buildings inelasticos, visando minimizar as
ac ¢0€s absolutas maximas ao alterar apenas a massa do pavimento e a rigidez horizontal dos
andates. Abad, Mahmoudi e Dowell (2020) apresentaram uma técnica computacional fundamentada
nas equacgdes de balanco de energia para realizar a andlise dinamica de shear buildings. Zuo, He e Li
(2022) conduziram uma comparagdo da precisdo de cinco métodos distintos de idealizagdo,
apresentando recomendagdes para a selecdo do método mais adequado para modelos de shear building
empregados em andlises dinAmicas no dominio do tempo.

Brandao e Miguel (2023) propuseram uma abordagem para o desenvolvimento de um sistema
de controle hibrido composto por amortecedores magnetorreolgicos e amortecedores de massa
sintonizada (AMS), visando atenuar a resposta dindmica de um shear building de dez pavimentos
submetido a excitagdes sismicas. Souza (2024c) apresentou um modelo numérico-computacional para
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analisar o comportamento dindmico de um shear building equipado com um AMS, determinando os
pardmetros 6timos do AMS e considerando o amortecimento estrutural pela aproximacao de Rayleigh.

O efeito P-Delta € uma consideragdo nao linear que surge quando a deformacdo lateral de uma
estrutura sob cargas verticais induz forcas adicionais que alteram o comportamento estrutural (Wilson;
Eeri; Habibullah, 1987). Na presenca de cargas dindmicas, grandes deslocamentos e deformagdes
podem ocorrer, produzindo for¢as e momentos adicionais que tendem a reduzir a rigidez estrutural
(Montgomery, 1981; Zhang; Sun; Qu, 2022).

Esse efeito, embora frequentemente negligenciado em edificios de menor altura, torna-se
progressivamente mais relevante a medida que a altura do edificio aumenta. A magnitude dos
deslocamentos laterais, combinada com as cargas verticais, gera momentos adicionais que em
intensificar as deformagdes na estrutura, ocasionando a amplificacdo dos esfor¢os intern 0s
membros estruturais. A andlise de segunda ordem, que considera esse efeito, é essen01al p icios
de médio e grande porte. Como os efeitos de segunda ordem surgem apds o sofrer
deslocamentos laterais, um processo iterativo pode ser empregado para determinar 0 P-Delta.
No entanto, quando esse efeito é diretamente introduzido na matriz de rigideZ, derando forgas
verticais axiais constantes (for¢as peso), o uso de um procedimento iterativo, torna-se desnecessario
(Paz, 1997).

Neste trabalho, o efeito P-Delta € considerado de maneira simp%zi a por meio do método
direto, uma abordagem aplicada na andlise de estruturas de porticos, cémo © shear building, que leva
em conta o efeito de segunda ordem. Nesse método, a equacdo, d imento € modificada com a
adicao de um novo termo, que corresponde a matriz de rigid rica multiplicada pelo vetor de
deslocamentos (Rutenberg, 1981). A matriz de rigidez geome € calculada com base nas forcas
axiais na estrutura sob cargas de gravidade apenas, ou seja, assurme-se que os efeitos das forcas axiais
nos pilares devido aos momentos de tombamento tendem¥a se anular. Além disso, supde-se que a

forma defletida do pilar entre andares adjacentes ¢ praticamente reta, de modo que nenhum momento
adicional € induzido pelas forcas axiais (Paz, 1997

Neste contexto, o presente artigo Vlsa ar um modelo numérico-computacional para a
andlise dindmica transiente e modal de shea gs, considerando o efeito P-Delta. Na obtencao da
matriz de rigidez material, a rigidez dos avaliada considerando a influéncia da deformacgao
por cisalhamento, a qual é descrita p ator de correcdo de rigidez (Souza, 2024b). Esse fator
depende do coeficiente de Poissonfe L%Fnensoes da se¢do transversal (Silva, 2022).

O amortecimento estrutu odelado pelo método de Rayleigh, em que a matriz de

amortecimento € uma func¢a ear.das matrizes de massa e de rigidez da estrutura. Os coeficientes de
Rayleigh sao determinados a‘partir da taxa de amortecimento e das duas primeiras frequéncias naturais
da estrutura (Ryan; Polanco, 2008). Além da simplicidade, uma grande vantagem do amortecimento
de Rayleigh ¢ a ger % uma matriz de amortecimento global com caracteristicas de esparsidade
semelhantes as da a e rigidez (Soriano, 2014).

Simulac¢bes éricas de dois problemas de shear building encontrados na literatura sdo
realizadas p %vhdar o codigo computacional implementado no programa livre Scilab, versdo
2024.1.0 , 2024). A solucdo da equacdo diferencial de segunda ordem, que governa o problema
dinﬁmic@ear ¢ obtida por meio do método implicito de integracio temporal direta de Newmark —

Média Constante (Bathe, 2016). No que diz respeito a andlise modal, as frequéncias
natutais dos sistemas estruturais em andlise sdo determinadas pela funcdo spec do software Scilab.

O restante dste artigo estd organizado em cinco se¢des. Na Secdo 2, sdo discutidos a formulagdo
do modelo de shear building com a inclusdo do efeito P-Delta e da deformacgdo de cisalhamento no
calculo da rigidez do pilar, bem como o método implicito de integracdo direta de Newmark para a
solu¢do da equacdo do movimento. A Secdo 3 apresenta detalhes da implementagdao computacional do
modelo numérico proposto no software livre Scilab. Os resultados numéricos das andlises modal e
transiente de dois problemas de shear building encontrados na literatura sdo expostos na Secdo 4.
Finalmente, a Secdo 5 sintetiza os resultados obtidos e apresenta as conclusdes do estudo.

2 Referencial tedrico
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Nesta secao, desenvolve-se 0 embasamento tedrico para a simulacdo numérica de estruturas do
tipo shear building, com énfase nos efeitos de segunda ordem (P-Delta), no amortecimento estrutural
de Rayleigh e na considera¢do da deformagdo por cisalhamento no calculo da rigidez dos pilares. A
formulacdo da equacdo do movimento que rege o comportamento dindmico da estrutura é apresentada.
Para a solucdo numérica dessa equagdo, descreve-se o método implicito de Newmark. Além disso,
discute-se a andlise modal, a qual permite determinar as caracteristicas vibracionais da estrutura, como
as frequéncias naturais e os modos de vibragdo associados.

2.1 Equaciao do movimento e método de solucao

A andlise dinamica de estruturas requer a solucio das equagdes de movimento que descrevem o
comportamento dindmico da estrutura. Isso pode ser realizado por meio de métodos de integracao
direta, que podem ser classificados como implicitos ou explicitos. Os algoritmos explicito esentam
estabilidade condicional, exigindo intervalos de tempo reduzidos para manter ess ¢ m, sendo
mais adequados para problemas de curta duracdo. Nos métodos implicitos, a eq%gﬁ dindmica é
transformada em um sistema estdtico equivalente, de modo que o deslocam velocidade e a
aceleracdo satisfacam simultaneamente o equilibrio dinamico. Esse procedimento permite obter
resultados precisos e utilizar um incremento de tempo maior na andlise iente. A resolucdo de
grandes sistemas de equacdes algébricas a cada passo de tempo implicNu custo computacional
diretamente proporcional a quantidade de graus de liberdade do A&istema estrutural em andlise
(Rezaiee-Pajand; Alamatian, 2008).

A equacdo diferencial ordindria de segunda ordem gue eve um sistema estrutural em
termos dos deslocamentos nodais é dada por (Cook; Malkus; Pl 71989):

/
Ku+Cu+Miit—F,,=0 (D

‘0"

Na Equacio 1, K representa a matriz de rigi C € a matriz de amortecimento, M € a matriz de
massa, u é o vetor de deslocamento horizorital’ o vetor de velocidade, Ui é o vetor de aceleracdo, e
Foxt € 0 vetor de forcas externas aplicad ¢do do tempo ¢. A solugdo aproximada do sistema
representado pela Equagdo 1, cujas ingdgnitas sdo u, u e i, é obtida por meio de um esquema de
integracdo numérica implicita. O método de Newmark é amplamente utilizado para essa finalidade na

dinamica estrutural. Para iniciar ¢todo, o vetor ii no tempo t = 0 € determinado por (Kim, 2020;
Souza, 2024b): &

‘3';0) = M"" [Fey(0) — C(0) — K u(0)] 2)
Para o inst e tempo atual (t + At), as expressdes de Newmark para o deslocamento u e a
velocidade 1t s as, respectivamente, por:
@ t+At t ot 2[(2 ot S t+AL
uttAt = ut + Attt + At E—,b’ it + pi (3)
uttA = 4t 4+ At [(1 —y) it + yuttA (4)

em que f e y sdo constantes do método de Newmark e A € o intervalo de tempo. Existem diversas
particularizagdes do método de Newmark dependendo dos valores atribuidos a essas constantes
(Bathe, 2016).

2.2 Determinacio das frequéncias naturais e modos de vibracao
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Considera-se um edificio do tipo shear building com n pavimentos, conforme ilustrado na
Figura 1, onde as massas estdo concentradas no nivel de cada pavimento e sdo conectadas por
elementos que representam a rigidez e o amortecimento dos pilares.

Figura 1 — Modelo do shear building com n pavimentos

knCn

Fonte: adaptada de Yanik e Ulus (2023) \
As matrizes de massa M, amortecimento C, e rigidez material &s rutura tipo shear building
sao dadas, respectivamente, por (Yanik; Ulus, 2023):
M = diag[m; my, - m,_; my, (5)
[c1 +cy —Cy 0 7 0]
—Cy c; +c3 —=cC 0]

I 3 e
c=| o0 —c30 f@a - 0| (6)
[ P chn —Cn J

0 0 0 Cn Cn

[k1+k2Q 20 0]
| kKo +ks —ks - o
—ky “ e 0 (7)
: kpy +ln —kn
0o -k, k, |

Equacio 5, diag[] i matriz diagonal cujos elementos estdo dentro dos colchetes.

A massa r%e cada pavimento € obtida pela soma das massas dos pilares, vigas e lajes
corresponden s*x pilares sdo considerados engastados entre os pavimentos (Pozo; Farina, 1991), e a
rigidez de ilar k14, € dada por (Souza, 2024b):

<

Q./ oo 12E .
pitar (1 + (D)Lpilarg ( )

onde E € o médulo de elasticidade longitudinal, I € o momento de inércia, € Ly;q, € 0 cOmprimento
do pilar. O fator (1 + @) corrige o célculo da rigidez, levando em conta o efeito da deformagdo por
cisalhamento. Esse fator € mais relevante para pilares de grandes dimensdes, onde o esforco de
cisalhamento se torna significativo (Pozo; Farina, 1991). O fator de corre¢@o da rigidez @ € dado por:

onde k;, m;, e c; repre , respectivamente, a rigidez, massa e amortecimento do pavimento i. Na
&g, ma
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12E1

=— ©)
GAstilar2

onde G o médulo de cisalhamento transversal e A € a drea de cisalhamento da secdo transversal, que,
no caso de secdes retangulares, é dada por:

A = xbh (10)

em que b e h sdo as dimensdes da secdo do pilar, e k é o coeficiente de cisalhamento. Pq@ées
retangulares, k assume o valor (Silva, 2022): @

[ ]

L _ 10 +v) 4 (11

12411y

onde v € o coeficiente de Poisson. Os valores de rigidez k; de cada pavin%s calculados por:

k; = npilarkpilar (b (12)

sendo 7,4, 0 nimero de pilares no pavimento € Ky 4, a rigidez’de um pilar determinada conforme a
Equacio 8.

A resposta dindmica de um shear builciing@ﬂta da interacdo entre suas propriedades
geométricas e materiais. A distribuicdo de massa go da altura influencia significativamente as
frequéncias naturais e os modos de vibragao, &TO o modulo de elasticidade e a densidade dos
materiais determinam a rigidez e a massa davestrutura. O amortecimento estrutural, por sua vez,
dissipa energia durante as vibragdes, red '%a amplitudes e prolongando a vida 1til da estrutura

(Chopra, 2012). 0
@
2.3 Amortecimento de Rayleigh

A matriz de amorteci , utilizando a formulacdo de Rayleigh, é obtida por meio de uma
combinacdo linear das matrize§ de massa M e de rigidez K (Ryan; Polanco, 2008; Souza, 2024b):

&‘b C = uM + 1K (13)

@
onde pg € Uy 2 eficientes selecionados para especificar a razdo de amortecimento modal em dois

modos. Es eficientes sdo dados por (Ryan; Polanco, 2008):
o e
bo =20 (14)
= 2 15
M =g w; + (15)

onde ¢ € a taxa de amortecimento, e w; € w; sdo as frequéncias naturais da estrutura, comumente
referentes ao primeiro modo € a um modo de frequéncia mais alta, respectivamente, para limitar o
amortecimento dentro da faixa de frequéncia que engloba a maior parte da distribuicio modal.
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A principal vantagem do amortecimento de Rayleigh, além da simplicidade, € a geracdo de uma
matriz de amortecimento global com padrio esparso, semelhante ao da matriz de rigidez (Soriano,
2014). Variagdes simplificadas do amortecimento de Rayleigh incluem o amortecimento proporcional
a rigidez (uy = 0) e o amortecimento proporcional a massa (¢; = 0), os quais permitem especificar a
razdo de amortecimento em apenas um modo (Ryan; Polanco, 2008).

No caso do amortecimento proporcional somente & massa, cada elemento da estrutura possui um
amortecedor viscoso proporcional a sua massa, e a dissipacdo de energia estd diretamente relacionada
a velocidade do movimento. No amortecimento proporcional somente a rigidez, cada elemento da
estrutura possui um amortecedor viscoso proporcional a sua rigidez, e a dissipagdo de energia estd
associada a deformacdo do elemento.

O modelo de amortecimento proporcional, ou de Rayleigh, apresenta algumas limitagdesitais
como: a matriz de amortecimento, definida como uma combinacao linear das matrizes massa €
rigidez, pode ndo ser precisa para todos os sistemas estruturais; a dificulda y % delar o
amortecimento concentrado em elementos especificos da estrutura; e a preciiﬁo Sdo odelo, que
depende da escolha dos modos de vibragdo utilizados para determinar os coefic Uo € 1y (Dias,
2015).

2.4 Efeito P-Delta X
Na andlise de sistemas estruturais sujeitos a deslocamentos latetais, eslocamento da massa
estrutural para uma posi¢do deformada gera momentos de segund , um fendmeno conhecido
como efeito P-Delta. Esses momentos de tombamento adicignai edificio sdo proporcionais ao
produto dos pesos dos pavimentos P e dos deslocamentos latera ilson; Eeri; Habibullah, 1987).
O problema € linearizado, e a solucdo € obtida de maneira direta, sem a necessidade de
iteragdes, uma vez que o momento total em um determinﬁo pavimento € igual ao peso do edificio

acima daquele nivel multiplicado pelo deslocamgnt mesmo. Este valor ndo se altera durante a
aplicacdo de cargas laterais. Para considerar o eféi -Delta, o momento gerado é convertido em
forcas laterais equivalentes, como ilustrado.na ra 2. Nessa figura, Wi, Lpjiqri € U; correspondem

ao peso, a altura do pilar e ao deslocamento herizgntal do andar i, respectivamente, sendo i = 1, 2, ...,
n.

Figura 2 — Shear building com # and % mostrando: (a) deslocamentos laterais u;; e (b) momentos de
‘tronllfa ento M, e pares equivalentes F; X L.

Wa (

(a)

Fonte: adaptado de Paz (1997)
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As forcas laterais atuantes em cada pavimento sdo incorporadas ao modelo estrutural como
cargas externas adicionais. A formulacdo matematica para a andlise dindmica, seguindo Paz (1997) e
Wilson, Eeri e Habibullah (1987), inclui essas forcas na equagdo do movimento conforme:

Ku + Cit+ Mit= Fop + Kgu (16)

Ku + Ci+ Mii= F,y, (17)

dos pavimentos. Para obter a matriz K4, Paz (1997) propde um sistema de cargas estati nte

onde K* = K — K4, e K4 € a matriz de rigidez geométrica, que contém os termos referentes aos 1Eesos
equivalente, onde o momento M; no pavimento i € dado por: 6

*

M; = P;(u; — uj_q) Ax (18)
em que P; € o peso total acima do nivel i, tal que: \‘ S‘

n

Os momentos de segunda ordem M; na Equacdo 18 podent’ser substituidos por pares de forgas
laterais equivalentes de magnitude igual aos momentos e tombamento mostrados na Figura 2,

EXpressos por: (b
@

M; ey E; lari (20)

Isolando o termo F; na Equagﬁo 20 @hzando a Equacdo 18, obtém-se:

Q&L N - i) 1)
learL learL

com ugy = 0. A forga ql vimento i é entdo obtida por:

q; = F; = Fiyq 22)

ag%o 22 pode ser expressa de forma matricial como:

‘Q’ q=Kyu (23)

onde K, € a matriz de rigidez geométrica do shear building com n pavimentos, conforme definida por
Rutenberg (1981) e Paz (1997). A matriz K ; ¢ matematicamente descrita como:
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Py P, p, i

+ —
Lpilarl Lpilarz Lpilarz - 0
P P, , P w0
Kg — Lpilarz Lpilarz Lpilar3 _p (24)
n
: : Lpilarn
0 0 _Pn Pn
B Lpilarn Lpilarn-

Por defini¢do, os termos P; sdo baseados apenas nas cargas gravitacionais, consjder@ que os
efeitos das forgas axiais que causam momentos nos pilares tendem a se anular mut m&. ssim, as
forgas peso em cada pavimento sdo dadas por:

P=g i m; \VA (25
=i &

- . . < . 2
sendo g a aceleracdo da gravidade, cujo valor é aproximadamente 9, m/s”.

2.5 Determinacio das frequéncias naturais e modos de :‘?rag 0

As frequéncias naturais da estrutura sdo obtidas a partir da equacdo do movimento descrita pela
Equacdo 17, desconsiderando o efeito do amortegim@(C = 0) e assumindo vibrag@o livre (Fgyy =
0). Assim, a equacdo € reescrita em termos das m& s de massa M e de rigidez K* (Chung; Yoo,
2002):

. 2
K‘@Iﬁ =0 (26)
. )Q
Uma das solucdes da Equaca permite expressar o vetor deslocamento # na forma:

2 u =T sen(wt) 27)

onde I' é o autovetor, correspondente ao modo de vibragdo e w é o autovalor que representa uma
frequéncia natural 1stema. Assim, o problema de autovalor e autovetor pode ser expresso como:

4 K*I'sen(wt) — MT w? sen(wt) = 0 (28)
Q’Q K*T'sen(wt) = M T w? sen(wt) (29)
M1 K'T sen(wt) = IT w? sen(wt) (30)

M KT =T w? 3D

onde I é a matriz identidade.

O fendmeno de ressonancia ocorre em um grande numero de aplicacdes que envolvem
vibrag¢des, manifestando-se quando a frequéncia de excitagdo se iguala a frequéncia natural do sistema
mecdnico, o que pode ocasionar danos as estruturas (Bentes, 2020; Varanis; Silva; Mereles, 2018).
Dessa forma, é necessdrio que se realize um estudo prévio das frequéncias naturais de vibracdo da

Rev. Principia, Jodo Pessoa, Early View (serd revisado e diagramado)



N

estrutura durante a fase de projeto. A ocorréncia desse fendmeno pode levar a amplificacdo dos
deslocamentos e das tensdes, comprometendo a seguranca e o desempenho da estrutura.

3 Método da pesquisa

O modelo numérico-computacional de shear building, descrito na Se¢do 2, foi implementado no
programa Scilab, versdao 2024.1.0 (Scilab, 2024). O Scilab € uma ferramenta gratuita para computacio
numérica, amplamente disponivel para download via internet'. Esse ambiente computacional oferece
um espaco aberto e robusto para aplicacdes cientificas, podendo ser utilizado como um terminal
matematico interativo (Maia-Afonso; Dias, 2020; Souza, 2024a).

A solugdo do sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem, representado pela Equdacdo
17, é obtida por meio do método de integracdo direta implicito da Aceleracdo Média Constatite. O
pseudocddigo desse método é apresentado na Figura 3. O método da Aceleracdo Médi
(também denominado Regra Trapezoidal) € um método de passo tnico, ndo dissipati§5

familia de aproximagdes de Newmark. Em geral, esse método é eficaz para andlises’ lineares e
estabelece o equilibrio dinAmico apenas nos tempos discretos considerados (Kin; 2018).

Esse método utiliza duas constantes: B = 1/4 e y = 1/2. Com a adog¢ao dessas constantes, obtém-
se um algoritmo incondicionalmente estdvel e com precisao de segunda m (Bathe, 2016). No
entanto, a Regra Trapezoidal pode se tornar instdvel em algumas ar&:’s do lineares se forem
utilizados passos de tempo inapropriadamente grandes (Chen et al., 2022).

Figura 3 — Pseudocddigo do método da Aceler; igﬂ\& Constante
1. Célculos iniciais (passo de tempo t = 0):

1.1i° « M7Y(Fey” — C® — K*u®)
1.2 Selecionar At
1 Y 1 Y 1 Y

1.3a1<—@M+@C HZH@M'F(E—:[)C age(ﬁ—l)M+At(E—1)C
14 Kef « K* + ap
2. Célculos para cada passo de tempo, comi=0, 1, 2, ...
2.1 Fop 0D  Fo 9 4 a,u® + 2,u® + agii®
22 u(i+1) P Kef—lpef(i+1)

0D Y (uG+D _ 4O _ ) a® ERATTO
2310 <—BAt(u u )+(1 B)u +At(1 ZB)u

D) L (G _ @) - Lg® (L _ 1) 5D
2.4 <—BAt2(u u®) o (28 1)u

3. Repetir para o préximo passo de tempo. Relocar i por i+/ e implementar passos 2.1 a 2.4 para o proximo
passo de tempo.

Fonte: Bath®6)

inicializar a andlise linear transiente com o peseudoalgorimo descrito na Figura 3,
considéra-se no tempo t = 0 o vetor de deslocamentos horizontais u® = 0 e o vetor velocidade
1% = 0. O vetor aceleraciio it° no passo de tempo inicial é determinado conforme o item 1.1 do
pseudocdédigo.

Os parametros de entrada para o pseudocédigo incluem: incremento de tempo (At); o tempo
total de andlise (7,.); 0 vetor de deslocamentos u° no instante t = 0; o vetor velocidade 1° no
instante t = 0; as constantes de Newmark ye £, a matriz de massa (M, Equagdo 5); a matriz de

!'Scilab. Disponivel em: http://www.scilab.org
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amortecimento de Rayleigh (C, Equagdo 6); a matriz de rigidez material (K, Equacdo 7); a matriz de
rigidez geométrica (K4, Equac@o 23); e o vetor de cargas dindmicas (Fey.). As saidas do método
incluem: o vetor de deslocamento (u); o vetor de velocidade (it); e o vetor de aceleragdo (it).

Como a andlise dindmica € linear, a matriz de rigidez efetiva K, (item 1.4 do pseudocddigo)
permanece inalterada ao longo dos passos de tempo, uma vez que as matrizes de rigidez K, de massa
M e de amortecimento € sdo assumidas constantes. Para a resolucdo do sistema de equacdes lineares
(item 2.2 do pseudocddigo), utiliza-se o método direto Fatoracdo LU. Essa técnica numérica apresenta
diversas vantagens em relagdo a outros métodos quanto a eficiéncia computacional e a estabilidade
numérica. A matriz K,; € fatorada apenas uma vez, e a mesma fatoragdo LU € utilizada para resolver
esse sistema em cada passo de tempo. Em geral, a fatoracdo LU requer menos operagdes aritmeticas
do que outros métodos, como a eliminagao de Gauss com pivoteamento (Golub; Van Loan, 2 .

A eficiéncia numérica dessa resolugdo pode ser otimizada por meio de alg 0s que
armazenam apenas os coeficientes ndo nulos da matriz, realizando operacdes ex sf%v te entre
esses coeficientes. Isso evita a execucdo de cédlculos redundantes envolvendo elementos nulos. As
linhas de cédigo para a resolugdo do sistema de equagdes lineares sdo apresentaddsina Figura 4. A
funcio Kef = sparse(Kef) foi utilizada para criar uma matriz esparsa, armazenando apenas as entradas
ndo nulas. A funcio [hand,rk] = lufact(Kef) executa a fatoracdo LU espa nquanto a funcdo u =
lusolve(Kef, Fef) resolve o sistema de equacgdes. As funcdes sparse e lufa dem ser executadas antes
do loop descrito no item 2 do pseudocddigo na Figura 3. &

Figura 4 — Linhas de cédigo para a resolucdo do sjép&d@ quacdes lineares
Kef = sparse(Kef)
[hand,rk] = lufact(Kef)
u = lusolve(Kef,Fef)

Fonte: elaborada pelos autores (2024)

No programa Scilab, a fun¢io spec é a para calcular os autovalores e autovetores de uma

matriz, sendo especialmente ttil na anéli@ al’de sistemas dindmicos, como estruturas € modelos

de shear building. Essa fun¢do permit as frequéncias naturais e os modos de vibracdo de uma

estrutura, considerando a matriz de e a matriz de rigidez. Na andlise de vibragc@o de estruturas,

os autovalores estdo associad&O requéncias naturais do sistema, enquanto os autovetores
0

representam os modos de vi ao‘gorrespondentes.

a

Para o célculo das fre cias naturais da estrutura, foi utilizada a linha de cédigo frequencia =
sqrt(spec(A)) no programa computacional, que retorna a raiz quadrada dos autovalores em rad/s. O
parametro de entrad ere-se ao produto matricial M~ 1K*. Ressalta-se que, caso o efeito P-Delta
nao seja considera &hneﬂise transiente, a matriz K g= 0 e, portanto, K* = K.

As comp z%s de autovalores de matrizes pela funcio spec sdo baseadas nas rotinas LAPACK
(Linear Algéb%; ckage). O LAPACK ¢ uma biblioteca padrdo para algebra linear numérica, que
oferece ritmos altamente otimizados e robustos para uma variedade de problemas, incluindo o
célculo @Jtovalores. Sua ampla adoc¢do na comunidade cientifica garante que a fungdo spec se
b ie.de décadas de pesquisa e desenvolvimento.

s seguintes resultados numéricos foram obtidos nas simula¢des computacionais: no Console
do Scilab, as frequéncias naturais e a amplitude maxima da andlise transiente foram exibidas pela
funcio disp; além disso, uma janela grafica foi gerada, contendo o gréafico tempo versus deslocamento,
esbogado pela fungdo plot.

4 Resultados e discussoes
Esta sec@o apresenta os resultados das andlises realizadas e discute as principais observagdes

relacionadas aos problemas estudados. As subse¢des a seguir detalham cada problema analisado.

4.1 Problema 1 - Shear building com dois pavimentos
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Neste estudo, foi utilizado um modelo de shear building com dois pavimentos, submetido a um
carregamento senoidal aplicado no primeiro pavimento, conforme ilustrado na Figura 5. Este problema
foi adaptado de Vaz (2011). Para as andlises dindmicas, os comprimentos dos pilares foram
considerados iguais Lyjiqr1 = Lpiiarz = 2,507 m, sendo que a deformag@o por cisalhamento néo foi

incluida no calculo da rigidez dos pilares.

Figura 5 — Modelo estrutural e equivalente do shear building com dois pavimentos
m,

- [

k, C2 k; ¢, $

P(Y) | m = PEt) | lmx . . @

ky (N kiCy ,4
Fonte: adaptado de Souza (2024b) \%

Na Figura 5, observa-se que, em cada pavimento i, m; represeg@&nassa total do pavimento, c;

€ o coeficiente de amortecimento e k; é o coeficiente de rigidez dindmica P(t) € aplicada no
primeiro pavimento, sendo dada pela Equagao 32:

P(t) = pysen(wyt) / (32)

@
onde p, ¢ a amplitude de forca de excitagcdo, wy (Qluéncia da forca de excitacdo e ¢t € o tempo.
Vaz (2011) adotou os parametros de acordo‘pog abela 1.

Tabela 1 — Pardmetrgs do shedr building com dois pavimentos
ari

P Valor Unidade
l;‘\v 2 x108 N/m?

0

0
my

2 N
Q« 0,2 rad/s
1000 kg
m, 800 kg
(b, k, =k, 4x10*  N/m
& C 10 %
Fonte: Vaz (2011) o %

As m@le massa M e rigidez K sdo expressas, respectivamente, por:

6 1000 O

‘Q’ m=["" g0l (33)

k=10[° (34)

As frequéncias naturais da estrutura em andlise sdo apresentadas na Tabela 2.

Tabela 2 — Frequéncias naturais da estrutura sem o efeito P-Delta

Frequéncias Vaz (2011) Funcio spec
w; (rad/s) 4,223 4,222569
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w; (rad/s) 10,591 10,591029

Fonte: dados da pesquisa (2024)

Considerando uma taxa de amortecimento { = 0,1, as constantes de Rayleigh i, e p; e da matriz
de amortecimento C foram calculadas, resultando em:

Uo = 0,6037879 (35)
u; = 0,0135011 (36)

C [ 1683,8765 —540,04432
~ [-540,04432 1023,0746 @

*

A matriz de rigidez geométrica K g> considerando o efeito P-Delta, é: ¢ .\l x

980671000 + 800 —8001 _ ,.3[ 7,0406063 —3,1291584
K9 =35071 800 500 | = 10 31291584 3! 4] (38)

A matriz de rigidez K* da estrutura € obtida combinando E@ées (34) e (38):

* — 4
K'=K—-K,= 10

7,2959394 -3, 0842] (39)

—3,6870842 3,6870842

~ . . [ 4 . ~
As novas frequéncias naturais da estrutura, c@elto P-Delta, estao na Tabela 3.

Tabela 3 — Frequéncias fi; a estrutura com o efeito P-Delta
Frequéneias Funcio spec
w; (rad 4,0208106
wy (rad/s 10,143029

Fonte: dados da pesquisa (2024)
Na Tabela 3, obser@r’q&(a presenca do efeito P-Delta reduziu as frequéncias naturais do

shear building, tornando-o mais suscetivel aos efeitos dindmicos. Como a rigidez da estrutura foi
alterada com a matriz foram determinadas as novas constantes de Rayleigh u, e @y e a nova
matriz de amorteci , sendo dadas, respectivamente, por:

4‘\ to = 0,5758777 (40)
<

uy = 0,0141205 (41)
‘%’ 1606,0983 —520,63344
¢= [—520,63344 981,33561 (42)

A andlise transiente, ou seja, a avaliagdo do comportamento de uma estrutura que estd
submetida a uma carga varidvel em relacdo ao tempo, foi realizada considerando um tempo maximo
fwax = 5 s e incremento de tempo Ar = 1,0 x 10* s. As curvas deslocamento do tltimo pavimento ao
longo do tempo sd@o mostradas na Figura 6.

Figura 6 — Deslocamentos da estrutura do shear building com dois andares
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Fonte: dados da pesquisa (2024)
Observou-se que a consideragdo do efeito P-Delta no comporta estrutura resultou em
maiores deslocamentos, conforme esperado. A Tabela 4 mostra omparacdo dos deslocamentos

maximos com e sem o efeito P-Delta.
Tabela 4 — Deslocamentos maximos do shear buil com dois andares

Deslocamento Sem P-Delta Com P-Delta
Uy (M) 517 x107° 582 x107°
Fonte: dados da pesquisa (2024) Py

Os resultados numéricos indicaram a_inf] k do efeito P-Delta no comportamento dindmico
do shear building, como o aumento dos de gentos laterais e a reducdo das frequéncias naturais.
Na fase de dimensionamento de um prgeg) estrutural, o modelo simplificado de shear building
possibilita uma andlise estrutural mai a e eficiente do comportamento dindmico da estrutura,
especialmente em relaciio as vibrdcoesy, Se os resultados dessa andlise indicarem que as deformagdes
estdo dentro dos limites admissiy€is tmpostos por norma, pode-se concluir que a estrutura é adequada
para as cargas dinamicas &adas. Caso contrdrio, torna-se necessirio realizar andlises mais
detalhadas com modelos maisigomplexos.

Em edificios altﬁ%e esbeltos, o efeito P-Delta pode levar a um aumento significativo dos

deslocamentos. As ncias praticas desse fendmeno vao além dos aspectos estruturais e podem
impactar diretamente “a/ funcionalidade e a seguranca do edificio. Como consequéncias estruturais
desse efeito, d tﬁ\%n-se a instabilidade estrutural, os danos em elementos ndo estruturais (como
instalacdes %im e hidrdulicas, alvenarias, entre outros) e o aumento de recalques diferenciais nas

fundagde esconforto dos usudrios devido a sensacdo de oscilacdo, as dificuldades no uso de
equipamentes sensiveis (como em hospitais e laboratérios) e a perda de desempenho, afetando a
e a funcionalidade dos espagos, sdo exemplos de consequéncias funcionais.

4.2 Problema 2 - shear building com trés pavimentos

O problema considerado é o de um shear building de trés pavimentos, conforme apresentado
por Ribeiro (2017), com uma carga dindmica aplicada no terceiro andar, como ilustrado na Figura 6.
Nesse modelo, os pilares e as lajes sdo compostos de concreto armado. Os valores dos parametros do

modelo utilizados por Ribeiro (2017) estdo indicados na Tabela 5.

Figura 6 — Modelo estrutural do shear building com trés pavimentos
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Fonte: adaptada de Ribeiro (2017) o 6

Tabela 5 — Pardmetros do shear building com trés pavimentos i : ‘\

Pardmetro Valor Unidade

Po 4 x107 N

Wy 19 rad/s
o 2500 ke/m? \
b 0,2 m &
h 0,6 m
ela]'e 0,15 (b
Llaje 6 m
Jo 30 MPa
30 ABPa
v 0 2 -

Fonte: Ribeiro (2017)

pavimento, multiplicado pela densidade d O resultado € a seguinte matriz de massa M:

&,@ 1,28 1 5] “

Ribeiro (2017) ndg considerou o efeito de cisalhamento no célculo da rigidez dos pilares. Por

A matriz de massa M foi obtida a.pa@o calculo do volume das lajes e pilares de cada

outro lado, Souza ( realizou a andlise do mesmo exemplo com essa consideracdo. Assim, a
matriz de rlgldez I% indo o efeito do cisalhamento nos pilares, mas ainda sem o efeito P-Delta, é:
& S 1,7241379 —-0,862069 0
K = 108 [—0,862069 1,7241379 —0,862069] (44)
@ 0 —0,862069 0,862069

ZAS duas primeiras frequéncias naturais da estrutura foram calculadas com o auxilio da fung¢éo
spec, sendo os resultados apresentados na Tabela 6.

Tabela 6 — Frequéncias naturais da estrutura sem a consideragdo do efeito P-Delta

Frequéncias Souza (2024b) Funcio spec
w; (rad/s) 36,865619 36,865619
w; (rad/s) 102,640322 102,640322

Fonte: dados da pesquisa (2024)
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Com as duas primeiras frequéncias naturais (w; € w;) € a taxa de amortecimento ¢ = 0,1, foram

determinadas as constantes i, e {; para a obten¢do da matriz de amortecimento C, apresentada na
Equaciao 47.

Uo = 5,4247138 (45)
py = 0,0014336 (46)
3,1797022 —1,2358885 0
C = 10° [—1,2358885 3,1797022 —1,2358885] @&7)
0 —1,2358885  1,8949913

@
Ao considerar o efeito P-Delta, a matriz de rigidez geométrica K 4 foi obtime&;e forma

2,073969 —0,823704 0

Kg=105 -0,823704 1,220847 —0,397143 ‘S‘ (48)

0 -0,397143 0,39714

Assim, a matriz de rigidez de segunda ordem K™ é: (b

1,722064 —0,8612
K'=K—-K,; = 108 [—0,8612453 1,7229471 —0,8616718] (49)
0 —@16718 0,8616718
®
As novas frequéncias naturais da estrutur. '}5 calculadas novamente com o auxilio da funcdo

spec, como mostrado na Tabela 7. ¢

Tabela 7 — Frequéncias nat i@estrutura com a consideragdo do efeito P-Delta
OFrégeicias Funcio spec

36,843873
ad/s) 102,59601

Fonte: dados da pesquisa (2024)

As constantes 1 € a matriz de amortecimento €, considerando o efeito P-Delta, sdo
apresentadas a seguir®

4‘\ Uo = 5,4217406 (50)
<

iy = 0,0014343 s1)
Q’ 31775105 —1,2352926 0
¢=10° [—1,2352926 31787342  —1,2359044 (52)
0 ~1,2350044  1,8946459

A andlise transiente foi realizada considerando o tempo maximo t,, = 2 s € o incremento de
tempo A = 1,0 x 107 s. As curvas de deslocamento no topo da estrutura em fungio do tempo sio
apresentadas na Figura 7.

Figura 7 — Deslocamentos da estrutura do shear building com trés pavimentos
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Fonte: dados da pesquisa (2024)

Verifica-se, pela Figura 7, que a consideracdo do efeito P-D \v pouca influéncia nos
deslocamentos obtidos pela andlise transiente, o que se deve a E{de relativamente menor da
matriz de rigidez geométrica em comparagdo a matriz de rigi al. A Tabela 8 ilustra que os
deslocamentos mdximos obtidos com e sem o efeito P-Delt rem apenas a partir da terceira casa
decimal, o que indica uma diferenca pouco significativa.

/

Tabela 8 — Deslocamentos maximos do shear building com trés pavimentos
Deslocamento Sem P-Délta Com P-Delta
Uppsy (M) 2,0 2,0539124
Fonte: dados da pesquisa (2024) o

Em contextos préticos de engen@ a pequena diferenca nos deslocamentos entre as
andlises com e sem o efeito P-Delta p alguns casos, ser considerada desprezivel, especialmente
em estruturas mais rigidas ou ce ixas intensidades de carga axial. No entanto, mesmo em
estruturas nas quais a estabilida qé%bal ndo esteja comprometida, o efeito P-Delta pode impactar o
conforto dos ocupantes r@- ificios altos. Pequenos aumentos nos deslocamentos laterais podem
resultar em oscilacdes mais petceptiveis nos andares superiores, causando desconforto aos usudrios.
Assim, embora essa diférenca nos deslocamentos possa ser desprezivel, em estruturas esbeltas,
altas ou submetida a@gas dindmicas significativas, torna-se relevante para a seguranga € o
desempenho ggral%&as circunstancias, a consideracdo do efeito P-Delta é essencial para garantir a
precisio d%& vispes de comportamento estrutural e evitar problemas ao longo da vida util da

edificacao.

5C si(@gﬁes finais

e trabalho, foi desenvolvido um modelo numérico-computacional, utilizando o software
livr ilab, para a andlise dinamica de estruturas do tipo shear building considerando o efeito P-
Delta. O modelo de shear building idealiza a estrutura como um sistema de multiplos graus de
liberdade, composto por massas concentradas em cada andar e conectadas por elementos de rigidez
lateral (pilares). A abordagem numérica empregada possibilitou o estudo do comportamento da
estrutura em relagdo aos deslocamentos laterais e as frequéncias naturais. Esse modelo € amplamente
utilizado em projetos estruturais devido a sua simplicidade e a sua capacidade de fornecer previsdes
razodveis para os comportamentos estaticos e dindmicos de edificios de baixa e média altura.
O efeito P-Delta nas andlises dindmicas lineares com o modelo shear building foi tratado de
forma simplificada, por meio do método direto. Esse método consiste na modificacdo da equagdo de
movimento com a insercdo de um novo termo, o qual corresponde a matriz de rigidez geométrica
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multiplicada pelo vetor de deslocamentos. A matriz de rigidez geométrica é calculada em fun¢do das
massas dos pavimentos e da altura dos pilares correspondentes. No segundo exemplo numérico,
constatou-se que, quando os valores dos termos da matriz de rigidez material sdo significativamente
maiores do que os da matriz de rigidez geométrica, o efeito P-Delta tem pouca influéncia nas
amplitudes de vibracdo da estrutura durante a anélise transiente.

A aplica¢do do modelo de shear building, juntamente com a consideracdo do efeito P-Delta,
permite prever o comportamento dindmico de estruturas esbeltas e flexiveis de forma pratica e realista.
Embora simplificado, esse modelo oferece uma boa aproximacdo dos efeitos de segunda ordem e
facilita a tomada de decisdes importantes na fase de projeto, como o dimensionamento de elementos
estruturais, a utilizagcdo de sistemas de controle de deslocamento e o ajuste de rigidez para preyenir
problemas de instabilidade.

Apesar das vantagens evidenciadas em andlises dindmicas com o modelo de shear bildinig, ele
apresenta limitacdes. A hipdtese de pisos rigidos e pilares sem flexdo pode ndo r ad da para
todas as estruturas, especialmente aquelas com grandes vaos ou irregularidades g r%ricas, Além
disso, o modelo nio considera a distribuicdo de tensdes em elemento iduais nem o
comportamento de elementos nao estruturais.

Por fim, ressalta-se a importancia da andlise dindmica de edificios su idos a vibragdes, tanto
pela adequacdo aos limites estabelecidos por normas quanto pela preve&q patologias estruturais
decorrentes dessas vibragdes, como fissuras e trincas. O desenvolvi to ‘de diferentes métodos de
andlise € essencial para a tomada de decisdes, sejam esses mét doév robustos, com maior custo
computacional, ou mais simples e com menor custo.

Como sugestdes para pesquisas futuras sobre o shea ding, destacam-se: o estudo de
vibragdes em sistemas de controle de vibragc@o passivos, ativos, semiativos e/ou hibridos; a andlise da
interacao solo-estrutura na fundacgdo; a consideracio da nﬁoﬁnearidade material na rigidez dos pilares,
com base na teoria da Mecanica do Dano; e a regol%da equacdo de movimento utilizando outros
métodos de integracao implicita mais precisos, con& ¢todo de dois passos de Bathe.
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