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Resumo

No presente trabalhe um estudo tedrico da conveegdo forcada interna em um canal
de placas planas paralelas é apresentado. E feita uma fornulagio geral da convecgdo
forcada permanente para um escoamente hidrodinamicamente desenvolvido, com wma
condi¢do de contorno do 3° tipo na parede. A Técnica da Transformada Integral é usada
para encontrar uma solugio analitica aproximada do problema. O cédigo computacional
desenvolvido em computacio simbdlica permite uma andlise apurada.
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1. Introducio

C estudo dos fenémenos relativos a transferéncia de calor na convecgio forcada interna
tem sido realizado essencialmente, para atender 2 uma necessidade pratica, uma vez que a
maioria das solugbes encontradas para este tipo de fendmeno, notadamente, na regido de
entrada térmica e desenvolvimento simultineo do fluido podem ser ateis no projeto de
dispositivos térmicos de melhor desempenho. Portanto, componentes eletrdnicos,
condensadores, evaporadores, trocadores de calor, entre outros sio exemplos da possivel
utilizagdc. Mais ainda, com a crescente miniaturizagio e a necessidade de otimizagio destes
equipamentos, tem se tornado uma necessidade mundial. Assim, a motivagio do estudo deixa
de ser um exercicio puramente académico, em decorréncia do crescimento da sua importincia
pratica nos diversos processos industriais e em outros segmentos da economia.

Um outro fator importante neste estudo € a crescente busca de solugbes exatas e de
referéncia para problemas de engenharia, cada vez mais complexos. Por esta razdo, a
abordagem teorica vem ganhando espago sobre a experimentagdo. Isto ocorre, primeiro
porque a expenimentagdo ¢ geralmente demorada, alem do fato de ser muito dispendiosa, pois
para cada experiéncia tém-se novos gastos, tais como a utilizagdo e aferigio de novos
equipamentos, para adaptacio da nova situa¢do no problema em analise. Com o
desenvolvimento dos computadores digitais com velocidades de processamento cada vez
maiores, tem-se avangado bastante na simulagfo de problemas em mecinica dos fluidos e
transferéncia de calor, minimizando o tempo de trabatho e reduzindo, assim, o custo.

Utilizou-se a Transformada Integral, que € um método de manuseio analitico, que pode
apresentar soluges completamente analiticas, ou para casos de maior complexidade apresenta
solugdes hibridas, analitico-numéricas, onde se tem um controle preestabelecido sobre o erro,
aliada a Computagdo Simbolica, que possibilita a manipulagio analitica, o que permite
solugGes exatas, e ainda mais, pode combinar com o calculo numérico, e aliada a saida gréfica
permite uma melhor visualizacdo dos resultados.
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2. Formulacio do Problema

O problema fisico considerado consiste de um escoamento laminar permanente,
hidrodinamicamente desenvolvido, no interior de um duto de placas planas paralelas,
submetido a convecgio forcada. O sistema em estudo € constituido por um canal de placas
paralelas infinitas na largura, de comprimento L, no interior do qual escoa um fluido
newtoniano, tendo como distribuicio da temperatura ao longo da entrada uma fungdo AT(y).
O sistema possui uma condi¢io de contorno com convecgdo na parede do canal. As paredes
sio solidas e impermeaveis. O escoamento ocorre na diregio x, sendo simétrico em relagdo a
y, conforme esta representado na Fig. (1). O fluido em estudo é considerado incompressivel,
com propriedades constantes, desprezam-se os efeitos da dissipagdo viscosa.
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FIGURA 1: Representagio esquemética do problema.

Para o problema proposto sfo considerados os seguintes grupos adimensionais:

j 3 - . ._hb
x=2% . y=2 . WX 9=1-17,; ; Ba:ilfw; (1.1)
i b” b 7] k
Com a utilizagio dos grupos adimensionais, o problema pode ser representado pela
equagio da energia, e suas condigBes de contorno e de entrada como:

g(y}ét?{x,y): aw({’y), O0<y<l,x>0,1>0 (1.2.3)
ox o
60, y)= AT(») , O<y<l ,t>0 (1.2.b)
wme . 130 x20 (12.0)
oy
Bsa(x,1}+;6ﬁ(§)=0 ., t>0 x=0 (1.2.d)
o

Segundo Mikhailov e Ozisik (1984), o perfil de velocidade adimensional
completamente desenvolvido ¢ dado por:

uly)= %{i ~y7); para o escoamento completamente desenvolvido. (1.2.d)
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3. Metodelogia de Solucio
3.1 Problema de Autovalor na Direcio y

- Como primeiro passo para resolver o problema, Eqs. 1.2.a-e, usando a Transformada
Integral, define-se um problema de autovalor, na diregio v:

%}f—?j+ﬁji’n(y)m0 g %@:o; Bi}’,,(i)w&%zma (2.1.a,b,¢)

Onde as autofungdes, a norma, e a autocondi¢io sdo dadas respectivamente por:

; =2 Bi* + B: + Bi :
I‘ﬁ?(}?):co‘s(ﬁﬂy) ; N}’R z‘g}; (Y}{y: :{Bl}ﬁ;ﬁ?)l :' BI:ﬁNTaH(ﬁn) (2—1'd>e?~f)

Logo a Autofungiio Normalizada torna-se:
Y.0)=1,(y)/Nr)" 21g
Obedecendo a propriedade de ortogonalidade:

1 =
S .1.h)

S f e g O =
£ 7.yl (y)dv=65,,, onde {5 o

HE *

n#m
3.2 Par Transformada-Inversa
Escrevendo a fungdo &(x,y) como uma expansio que tem como base as

autofungdes oriundas do problema de autovalor, Egs. 2.1a-c, e observando a propriedade de
ortogonalidade, Eq. 2.1.h, temos:

8,(c)= [ 7.(+B(r.y}dy TRANSFORMADA 3.1.3)
0(x,»)=YF.(0).() INVERSA 3.1b)

3.3 Transformacio do Problema na Diregiio y

Operando a Eq. 2.1a com o operador j:f’i,(y)dy tem-se:
= 86(x, = - 0%0(x,y
(7o) 22ty - 7 () Z02)g, @
ox oy

Aplicando-se a equagfio da Inversa 3.1.b em cada termo, e utilizando a propriedade de
ortogonalidade, Eq. 2.1.h, o problema fica transformado no sistema diferencial ordinario:
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i Mwﬁﬁﬁ(ﬂ (5.1.2)

8,0 = [ F,(VAT(»)dy (5.1b)

Onde o terxtno A € dado por: f}ﬂ(})ﬂ(})}? p (Y)d}’

4. Soluciio do Sistema de Equacgdes Diferenciais Ordindrio

Desprezando-se os termos ndo diagonais na Eq. 5.1.a, o sistema de equagles ¢
aproximado por:

3,2 g5, () B0)=[ROWTON (61

O sistema de equagdes diferenciais, ordinario desacoplado, Egs. 6.1a-b, tem como
solugio:

7,,0)= [ T.OWT P22 )

4.1 Recuperacio de Potencial Original

Para a recuperagdo do potencial original, inicialmente substitui-se a Eq. 7 na Eq. 3.1.b,
equacio da Inversa, obtendo-se:

®)

-5
=l 1‘1”

Onde 8,(x, ) ¢ a solugdo analitica aproximada do sistema de equagdes, Egs. 1.2.a-d,
onde o termo A, € dado por: EI};( y}u(y)ﬁ(y)z& , e nt é o numero de termos no somatorio.

Segundo Cotta (1993), a temperatura média e o Numero de Nusselt local sio dados
respectivamente por:

_,08tx L)

‘ ) &y |
B T g e

[u(pix, .00
[uly)y

e, (x, z) =

5. Programa Computacional

O codigo computacional foi desenvolvido em MuPAD ligth 2.5.2, um programa de
algebra computacional, para a manipulag@o simbolica e integragdo anahtzca como segue:
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/* Soluciie analitica de convecgiio interna entre placas */

nt:=3;; Bu=10"5:;

numeric: fSsolve(Bi=x[i]*tan(x[i]), x[i] = (i~ 7)*PL.(i-3)*PD) $i= 1.5 ;

m:=[ 1.570780619, 4.712341857, 7.853903095, 10.99546433, 14.13702557 ]:;

ty=y-> 1-y"2:; u=y->32%1-y"2)
af=(k.y)->sqri(2*(Bi"2+mfk} "2 }/(Bi"2+m[k]"2+Bi))* cos(eval{m[k]}*y):;

c0:= k -> int{aftk, y)*ty(y),y=0..1, Continuous):;

A=k -> int(u{y)*afik,y)y2,y=0..1, Continuous):;

te=(y,x)->sum(afik,y)*cO(k)*exp(-x*( m[k]"2)/ A(k)).k=1.nt);

tem=(x)-> int{eval(u(y)*te(y,x)),y=0..1, Continuous)/ int(eval{u(y)),y=0..1, Continuous):;
float(te(0, h/5)) $h=0..5 ;

plotfunc2d{eval(tem(x)), x=0..3 ,GridLines = Automatic, Title="Temperatura

Media®, Labels={"x","tem"]};;
plotfunc3d(eval(te(y,x)), y=0..1,x=0..2.5, Title="Campo de Temperatura
" Labels=["y","x","te"]);

/* Fim do pregrama */

6. Resultados e discussie

Com o intuito de avaliar, a presente solugdo ¢ testada através da convergéncia. Os
resultados s@c mostrados na Tab. 1, que apresenta a convergéncia da solu¢do analitica
aproximada, para uma faixa de valores ao longo da linha central do duto, onde se observa uma
rapida convergéncia. A tab. 2. apresenta uma estimativa da temperatura para 0s mesmos
pontos e para uma faixa de valores do numero de Biot.

TABELA 1: Convergéncia da temperatura ao longo da linha central, para: Bi=10°, F(3)=1-", y=0

nt/x 0.2 04 | 06 08 1
1 termeo| 07068 | 04841 | 03316 | 02271 | ©0.1555
2 termos| 0.7063 | 04841 | 03316 | 02271 | 0.1555

3 termos| 0.7063 | 0.4841 | 03316 | 02271 | 0.1555 |

TABELA 2: Temperatura ao longo da linha central para: (y) f-:,f«y’?, nt=3, y=0

«/Bi 100 300 500 1000 10°
02 | 07075 | 07068 | 0.7066 | 0.7064 | 0.7063
04 | 04880 | 0.4854 | 04849 | 04845 | 04841
0.6 | 03363 | 0333 03325 | 03320 | 03316
08 | 02218 | 02287 | 02280 | 02276 | 02271
1 0.1598 | 0.1569 | 0.1564 | 0.1559 | 0.1555

A Fig. 2.a apresenta a temperatura media ao longo do duto. A Fig. 2.b apresenta a
amplitude da temperatura para uma regido do dominio. Para ambas utilizou-se nt=3, Bi=10°,

Fo) =1y .
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FIGURA 2: (a) Temperatura média e (b) Campo de Temperatura
7. Conclusio

Um estudo tedrico da convecgdio forcada intema em um canal de placas planas
paralelas foi apresentado. A analise foi realizada através da Transformada Integral aliada a
Computagio Simbdlica. O procedimento desenvolvido neste trabatho mostrou ser Gtil no
estudo deste problema térmico. A proposta da utilizagdo da Computagdo Simbolica € uma
nova tendéncia, oferece uma programaco simples e poderosa. Aplicada no tratamento deste
problema, permitiu a obtenc3o de resultados exatos para as integrais além de permitir a
manipulagdo analitica. A saida gréfica integrada € de ficil utilizagdo e simplifica a tarefa da
interpretacao fisica da solugo encontrada.
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