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Resumo

Neo presente trabalho um estudo tedrico da convecgdo forgada transiente interna em
um canal de placas planas paralelas é apresentado. E feita uma formulacdo geral da
convecgdo forcada transiente para um escoamento hidrodinamicamente desenvolvido, com
uma condicdo de entrada em degrau e uma condigdo de contorno do 1° tipe na parede. A
Técnica da Transformada Integral ¢ usada aliada a Transformada Clissica de Laplace
pare encontrar uma solucdo analitica aproximada do problema. O codige computacional
desenvolvido em computagio simbdlica permite uma andlise apurada da solugdo.
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1. Introducio

O estudo dos fendmenos relativos & transferéncia de calor na convecgio forgada interna
tem sido realizado, essencialmente, para atender a uma necessidade pratica, uma vez que a
maioria das solu¢des encontradas para este tipo de fendmeno, notadamente, na regido de
entrada térmica e desenvolvimento simultineo do fluido podem ser Uteis no projeto de
dispositivos térmicos de methor desempenho.

Portanto, componentes eletrénicos, condensadores, evaporadores, trocadores de calor,
entre outros sio exemplos da possivel utilizagio. Mais, ainda, com a crescente miniaturizacio
e a necessidade de otimizagio destes equipamentos, tem se tornado uma necessidade mundial
Um outro fator importante neste estudo é a crescente busca de solugdes exatas e de referéncia
para problemas de engenharia, cada vez mais, complexos. Por esta razio, a abordagem tedrica
vem ganhando espago sobre a experimentag3o. Isto ocorre, primeiro porque a experimentagio
¢ geralmente demorada, além do fato de ser muito dispendiosa, pois para cada experiéncia
tém-se novos gastos, tais como a utilizagdo e afericio de novos equipamentos, para adaptagdo
da nova situaco no problema em analise.

Com o desenvolvimento dos computadores digitais com velocidades de processamento,
cada vez maiores, tém-se avangado bastante na simula¢io de problemas em mecinica dos
fluidos e transferéncia de calor, minimizando o tempo de trabatho e reduzindo, assim, o custo.

Utilizou-se a Transformada Integral, que ¢ um método de manuseio analitico, que pode
apresentar solugBes completamente analiticas, ou para casos de maior complexidade,
apresenta solugdes hibridas, analitico-numéricas, onde se tem um controle preestabelecido
sobre o erro, aliada a Transformada cldssica de Laplace e a Computagdo Simbolica, que
possibilita a manipula¢iio analitica, o que permite solugGes exatas e, ainda mais, pode
combinar-se com o calculo numérico, ¢ aliada & saida grafica permite uma melhor
visualizagdo dos resultados.
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2. Formulac¢do do Problema

O problema fisico considerado consiste de um escoamento laminar hidrodinamicamente
desenvolvido no .interior de um duto de placas planas paralelas, submetido & convecgio
forcada, com temperatura de entrada em degrau. O sistema em estudo ¢ constituido por um
canal de placas paralelas infinitas na largura, de comprimento L, no interior do qual escoa um
fluido newtoniano. O sistema assim definido estd, inicialmente, em equilibrio térmico a uma
temperatura To. E entdo provocada uma perturbagio em degrau na temperatura de entrada do
fluido T,+AT(y). O sistema possui uma condi¢io de contorno com temperatura prescrita na
parede do canal. As paredes sdo solidas e impermeaveis. O escoamento ocorre na diregfo x,
sendo simétrico em relagdo a y, conforme esta representada na Fig. 1. O fluido em estudo €
considerado incompressivel, com propriedades constantes, desprezam-se os efeitos da
dissipacdio viscosa.
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FIGURA 1: Representacdo esquematica do problema.

Para o problema proposto so considerados os seguintes grupos adimensionais:
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Com a utilizagdo dos grupos adimensionais, o problema pode ser representado pela
equagdo da energia, e suas condigdes de contorno e de entrada como:

ag(xayvf) +H(’V}§Q(x,y~,{) s azé(x:yv}‘)

5 - % 0<y<l,x>0,1>0 (12.9)
6(ry0)=0 ; 60y1)=ATG) , x20, 0<y<l K260}
f}é)(x,ﬁ,f) =1 : 9(36,1,1')* 0 , {>0 =0 (i.’Z-d,e)

Segundo Mikhailov e Ozisik (1984), o perfil de velocidade adimensional

completamente desenvolvido € dado por:

u(y)= %(1 —y?); para o escoamento completamente desenvolvido. (1.2.d)
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3. Metodologia de Solucio

Seguindo os passos apresentados por Gondinm(1997), aplica-se a Transformada Classica de
Laplace sobre a variavel tempo no sistema de Egs. 1.2.a-¢, obtendo-se :

sg{x,yﬁ«u }59%}’); chéi(i’y), C<y«<l,x>0,i>0 {(1.3.3)
&

é"(@,y)z-’i"%ﬁ t>0,0<y<l1 (13b)

fﬁ(%t@:g 4 g(x,l)xﬂ} . >0 x20 (1.3.cd)

Onde 6 (x, v} éatransformada de Laplace do potencial 6(x,y, :).

3.1 Probiema de Autovalor na Direcio y

Como primeiro passo para resolver o problema, Egs. 1.3.a-e, usando a Transformada
Integral, define-se um problema de autovalor, na dirego y:

‘fj;_fy ) + g1 (v)=0 %’;@ =0 ; Y()=0 (2.1.abc)
r }i

Onde as autofungbes, a norma, e os autovalores s3o dados respectivamente por:

7,()=cos(B) s NY, = [T, ()t =

é_ ; 5?’&(,,._%),{ (2.1.deD

Logo a Autofungdo Normalizada torna-se:
7,()=Y,(y)/NT)* 219
Obedecendo a propriedade de ortogonalidade:

=1

s 5 =1,
[7.0F, )y =6,,, onde {é. I

e

n=m (2.1.h)
n+*Em

3.2 Par Transformada-Inversa
Escrevendo a fungio 6O(x, y) como uma expansdo que tem como base as
autofungdes oriundas do problema de autovalor, Egs. 2.1a-c, e observando a propriedade de

ortogonalidade, Eq. 2.1.h, temos:

7,(x)=[7,(’p(x.7)}y  TRANSFORMADA G.1.2)
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8(x,3)=37,()6,(x)  INVERSA G.1b)

3.3 Transformacio do Problema na Direciio y

Operando a Eq. 2.1a com o operador I:f’:”{ vidy, tem-se:

[, ()58, y)y + [ 7. () 2L22) (i D= (¥, (y}....._.__f’zi}{fvy)@ @

Aplicando-se a equagio da Inversa 3.1.b em cada termo, e utilizando a propriedade de
ortogonalidade, Eq. 2.1.h, o problema fica transformado no sistema diferencial ordinério:

56 (t)+ZA 66} ('xr) ﬁfié(x) (5.1.a)

S

7,00)= j:ﬁ(y)gf—ﬁdy = i‘ﬁib’)&T(f}éf)’ (5.1b)

Onde o termo A, € dado por: ﬁﬁ(y}ll(,v)?m (}’)‘1}’

4. Solugio do Sistema de Equacoes Diferenciais Ordinario

Desprezando-se 0s termos nfio diagonais na Eq. 5.1.2, o sistema de equagdes € aproximado
por:

=y AX o "
xa@,(x)m % ( )Mﬁ 6’.4,,(*) g,.(0)= j:};@)ar(y)afv (6.1.a,b)
O sistema de equagBes diferenciais ordinarias, desacoplado, Egs. 6.1a-b, tem como

solucio:

7,0)= [Fonrymp L 2

M?}

) M

4.1 Recuperaciio do Potencial Original

Para a recuperagio do potencial original, inicialmente substitui-se a Eq. 7 na Eq. 3.1.b,
equacdo da Inversa, obtendo-se: :

0,(5.3)= ST+ [ OWTONpEp— 22 ®)

A
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Observando-se que o potencial original € dado pela invers3o da Transformada Classica de
Laplace da Eq. 8, aplica-se este procedimento matemético, ¢ que pode ser efetivamente
simplificado pelo emprego de um programa de computador que execute a manipulagio
simbolica, obtendo-se:

~Bx.
1 it y ) &)

HIE

nto. ¥ e
8,(x.2.0)= 21, (0)] ¥, (AT Esp
sl e
Esta equagdo ¢ a solugdo analitica aproximada do sistema de equagbes diferenciais do
problema, Egs. 1.2.a-e, onde o termo A,, € dado por: }: ﬁ(y}:bf)ﬁ(y}& , e nt € o numero de

termos no somatorio. Segundo Cotta (1993), a temperatura média e o Numero de Nusselt
local sdo dados respectivamente por:

> e i
o ()= [uly)pCx,y.0dy — &
O -6, (x,0)

[ulry

(10.3,b)

5. Resultados e discussio

Com o intuito de avaliar, a presente solugdo ¢ testada através da convergéncia. Os
resultados s3o mostrados na Tab. 1, que apresenta a convergéneia da solugfo analitica
aproximada, para uma faixa de valores ao longo da linha central do duto, onde se observa uma
répida convergéncia.

TABELA 1: Convergéncia da temperatura ao longo da linha central, para; t=3, Ff3) =197, y=0

nt/x 02 0.4 0.6 0.8 1
1 termeo | 0.7068 | 04841 | 03316 | 02271 | 0.1555
2 termos| 0.7063 | 04841 | 03316 | 02271 | 0.1555
3 termos| 0.7063 | 0.4841 | 03316 | 0.2271 | 0.1555

A Fig 2.a apresenta a temperatura media ao longo do duto. A Fig. 2.b apresenta a
amplitude da temperatura para uma regido do dominio. Para ambas utilizou-se nt=3, =0.5,

Fo)=1" .
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FIGURA 2: (a) Temperatura média e temperatura na linha central (b) Numero de Nusselt local

40 PRINCIPIA, Jodo Pessoa, n.11, Set. 2004,



PRINCIPIA

A Fig. 3.a apresenta o transiente da temperatura em uma segdo do duto utilizou-se
nt=3, t=0.5, F(y)=1-y", pode-se observar a frente térmica se propaga.ndo ao longo do duto. A
Fig. 3.b apresenta a amplitude da temperatura para uma regifio do dominio utilizou-se nt=3,

=3, Fly)=1" .

Lanpo the Temperakey

Campode Temprrakes

®
FIGURA 3: (a) Campo de Temperatura t=0.5 (b) Campo de Temperatura t=3

6. Conclusio

Um estudo tebrico da convecgdio forada internz em um canal de placas planas
paralelas foi apresentado. A anélise foi realizada através da Transformada Integral aliada a
Transformada Classica de Laplace e 4 Computagio Simboélica. O procedimento desenvolvido
neste trabalho mostrou ser itil no estudo deste problema térmico. A proposta da utilizacdo da
Computagio Simbélica é uma nova tendéncia, oferece uma programagio simples e poderosa.
Aplicada no tratamento deste problema, permitiu a manipulacio analitica, ¢ simplificou o
desenvolvimento do codigo computacional. A saida grafica integrada ¢ de facil utilizagio e
simplifica a tarefa da interpretagdio fisica da solugio encontrada.
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