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RESUMO

Neste trabalho apresentamos as solucdes variacionais e numéricas da Equagao de Schrodinger 1D submetida
ao potencial de Paschl-Teller. Os métodos utilizados foram o Método Variacional e o Método das Diferencas
Finitas. Estes foram abordados de maneira didatica e detalhada com o intuito de instruir os discentes, tanto da
graduacao quanto da pos-graduagao, sobre a aplicabilidade e eficacia dos métodos supracitados. Utilizamos
o potencial de Poschl-Teller devido ao fato de ser pouco explorado nos livros de Mecanica Quantica utilizados
na graduagao e também por causa das diversas aplicagdes como, por exemplo, em Condensados de Bose-
Einstein, guias de onda, defeitos topoldgicos em teoria de campos, etc. Concluimos este artigo comparando
as solugoes variacionais e numeéricas com a solu¢ao analitica e apresentamos as vantagens de cada método.

Palavras-chave: Potencial de Péschl-Teller. Método Variacional. Método das Diferencas Finitas.

ABSTRACT

This paper presents the numerical and variational solutions of the 1D Schrddinger Equation submitted to the
Poschi-Teller potential. The methods used were the Variational Method and the Finite Difference Method. They
were presented in a didactic and detailed way with the purpose of instructing both undergraduate and graduate
students, about the applicability and effectiveness of the aforementioned methods. We use the Pdschi-Teller
potential due to the fact that it is little explored in the books of Quantum Mechanics used in undergraduation
courses and also because of its diverse applications, such as in Bose-Einstein condensates, waveguides,
topological defects in field theory and so on. We conclude this paper comparing the variational and numerical
solutions with the analytical solution and present the advantages of each method.

Keywords: Poschi-Teller Potential. Variational Method. Finite Difference Method.
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1 Introducéo

E conhecido que as solucdes exatas da Equacdo
de Schradinger (ES) relativistica e nao relativistica para
alguns potenciais fisicos é de extrema importancia,
pois elas contém basicamente todas as informacoes
necessarias para o sistema quantico.

Solucbes exatas obtidas analiticamente da ES
para determinados potenciais, como o pogo infinito,
oscilador harmaénico, Morse, Pdschl-Teller, Kratzer,
entre outros (ALMEIDA; GUIMARAES; PRUDENTE,
2005; CONTRERAS-ASTORGA; CABRERA, 2007,
DURMUS, 2015; PIMENTEL; CASTRO, 2013;
PIMENTEL; CASTRO, 2014), tém importantes
aplicacbes em fisica do estado sélido, fisica molecular,
atébmica, nuclear, fisica de particulas e no estudo de
estruturas kink (ARAUJO; BORGES; DRIGO FILHO,
2006; ASHCROFT, MERMIN, 1976; BAZEIA et al.,
2018; EISBERG; RESNICK, 1983; KITTEL, 1976;
SUMARYADA; PUTRA; PRAMUDITO, 2017).

Entre os potenciais citados acima, o presente
trabalho dedica-se a explorar o potencial de Pdschl-
Teller. Estudos recentes desse potencial evidenciam
aplicagbes em diversas areas, tais como fisica do estado
solido (GASANOQV et al,, 2019), solucbes analiticas
do Hamiltoniano de Bohr (HAMMOU et al., 2019),
potenciais de confinamento em Condensados de Bose-
Einstein (BORDAG, 2019; SARATH; VINODKUMAR,
2015), guias de ondas opticas (HARTMANN; PORTNOI,
2017), mecanica quantica relativistica (PRATIWI et al,
2017), Equacao de Schradinger D-Dimensional (ASSI;
IKOT, CHUKWUOCHA, 2018), entre outras.

Este trabalho tem como propésito determinar
a energia do estado fundamental — e sua respectiva
autofuncao — de um sistema quantico governado
pelo potencial de Poschl-Teller através de métodos
analiticos e numéricos, com os quais alunos de
graduacao em Fisica ja tiveram um primeiro contato
em disciplinas como Fisica Computacional, Fisica
Matematica e Mecanica Quantica (BRAGA, 2006;
GRIFFITHS, 2005; RUGGIERO; LOPES, 1996).

Apesar de a Equacao de Schrodinger submetida
ao potencial de Poschl-Teller apresentar solugao
analitica, optou-se, além desta, por buscar solugdes
por meio de outros métodos. Assim, o discente tera
a capacidade de contemplar a aplicacao e a validade
de cada método bem como de avaliar a eficacia de
cada um.

O trabalho esta organizado como segue. Na
secao 2, o potencial de Poschl-Teller é descrito

mais detalhadamente e algumas caracteristicas sao
abordadas. Na secao 3, apresentam-se os métodos
utilizados neste trabalho: o Método Variacional e o
Método das Diferengas Finitas. O primeiro &€ muito
utilizado em situagdes que envolvem o estado
fundamental do sistema estudado, enquanto o segundo
€ amplamente utilizado tanto em equagdes diferenciais
ordinarias quanto em equacoes diferenciais parciais,
baseando-se na aproximacao de derivadas por
diferencas finitas. Os métodos foram abordados de
forma didatica e detalhada. Na secdo 4, contemplam-
se 0s resultados obtidos por cada método mencionado
acima. Na secao 5, encontra-se a discussao dos dados
com o intuito de comparar os resultados obtidos
pelos métodos aqui citados. E por dltimo, na secao 6,
apresentam-se alguns comentarios finais e conclusoes.

2 Potencial de Pdschl-Teller

O potencial de Poschl-Teller, nomeado em
homenagem aos fisicos Herta Poschl e Edward Teller
(POSCHL; TELLER, 1933), € um tipo especial de
potencial hiperbolico para o qual a ES unidimensional
pode ser resolvida em termos de fungdes especiais.

Figura 1 — Potencial de Poschl-
Teller com amplitude V_ =1,0
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Fonte: Elaboracao prépria

Esse potencial é descrito matematicamente por
V(x) = —Vysech?(x) (1)

onde V & a amplitude/profundidade do potencial, e
0 termo sech(x) = 1/cosh(x) =2/(e*+e™) é a secante
hiperbdlica.

JOAO PESSOA, 2020

157



158

revista

DIVULGACAO CIENTIFICA E TECNOLOGICA DO IFPB |

Para determinados casos da amplitude , que serao
abordados no decorrer deste trabalho, o potencial
de Poschl-Teller pode apresentar a caracteristica
de potencial sem reflexao (LEKNER, 2007), e tais
potenciais surgem como solucdes solitdnicas da
equacao de Korteweg-de Vries (Equagao KdV)
(AYCOCK et al., 2017).

3 Metodologia

O objetivo geral deste trabalho é resolver a ES 1D
adimensional’(h=m =1)

oY  19%°y

—=—c-=

at 2 dx?

para a qual, através do método de separagao

de variaveis (GRIFFITHS, 2005) —, ou seja,

Y=Y(xt)=y(x)p(t)- obtém-se a ES independente

do tempo e a equacao diferencial ordinaria relacionada
a0 tempo, respectivamente:

— Vysech?(x) ¥ @)

1d%y
Eﬁ = VDSBChz(X)lp = Ell) 3)
de
T —F (4)
Yae T

A Eq. (4) € uma equacao diferencial ordinaria
de primeira ordem cuja solucéo é, a menos de uma
constante, a exponencial complexa @(t) = et
Assim, podemos escrever a fun¢do de onda como
Wix,t) = P(x)ett, onde P(x) sdo as solucdes
estacionarias e E é a energia. Observa-se que resolver
a Eqg. (3) se torna o principal objetivo deste trabalho.
Isto posto, apresentam-se, nas proximas subsecoes,
alguns métodos aqui utilizados para resolver a Eq. (3).

3.1 Método variacional

O Método Variacional (MV) esta atrelado na
Mecanica Quantica, junto a teoria de perturbacao,
como alternativa as solugbes exatas da Equacao
de Schrodinger independente do tempo de certos
Hamiltonianos. Embora esse método n&o consiga
fornecer todas as autofungdes e energias dos
autoestados do sistema, muitas vezes a informacao

1 E comum, em trabalhos tedricos de Mecanica Quantica, Fisica
Atdmica e Molecular, Fisica de Particulas e de Campos, utilizar equacbes
adimensionais por mera simplificagao.
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de que realmente precisamos se resume a energia do
estado fundamental Eg4s (ground state)?. E é o principio
variacional que possibilita obter ndo necessariamente
o0 valor exato, mas um limite superior para Egs, que
frequentemente & muito préoximo do valor exato
(BORGHI, 2018; GRIFFITHS, 2005).

Esse método consiste em escolher uma funcao de
onda teste 1 que dependa de um ou mais parametros
e determinar os valores desses parametros em funcao
da minimizagao do valor esperado do Hamiltoniano
(H), ou seja, quando a energia relativa ao (H) for a
menor possivel.

Sendo assim, quanto mais proxima a fungao de
onda teste estiver do que seria a fungao de onda real,
melhor sera o resultado obtido (ARAUJO; BORGES;
DRIGO FILHO, 2006). A funcao de onda obtida pela
substituicao dos parametros cujos valores foram
determinados pela minimizagao sera uma aproximagao
da funcao de onda do estado fundamental, e a energia
relativa ao valor esperado do Hamiltoniano neste
estado sera um majorante para a energia do estado
fundamental

Egs < (H) = (| Al)

A funcao de onda teste é conhecida na literatura
como ansatz, que, em alemao, significa “palpite”.
O ansatz pode ser qualquer fun¢do desde que esta
pertenca ao chamado espaco de Hilbert (COHEN-
TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1991). De outro modo,
0 ansatz deve ser quadrado-integravel, garantindo,
assim, a normalizacdo da funcao.

Para calcular o valor esperado de qualquer
quantidade @, calcula-se a integral

(5)

+ oo
(@) = |0y = f v Owdx  ©

onde @ é o operador referente ao observavel Q. Como
todas as variaveis dinamicas classicas podem ser
expressas em func¢do da posicdo x e do momento p,
podemos obter o operador Q através da substituicao
candnica

.hd
p—-ih—

2 Na verdade, desejamos conhecer todo o espectro de energia, mas
as vezes é possivel determinar apenas a energia do estado fundamental.
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Pode-se demonstrar a desigualdade na
Eq. (5) expressando, primeiramente, % como uma
combinacao linear das autofuncdes (desconhecidas)
do Hamiltoniano

Y= Z CnPn (8)

pois estas formam um conjunto completo.

Sendo Hin = Exn, 3 normalizada e supondo
que as autofungdes ¥, tenham sido ortonormalizadas,
ou seja, (Ym|Pn) = Smn; segue que

> cnwn)

n

L=l = {Z e

=3 i nlmlin) = Y leal?

Enguanto isso,

Z Cm¥m | H Z Cn¥n

m n

Z Z Cm EnCn(¥m[Pn) (10)
m n
=ZEn|Cn|2

n

Nao obstante, a energia do estado fundamental €,
por definicdo, o menor autovalor de H, de modo que
Egs< Ene, assim,

(H)ZEQSZ|C71|2 =Egs (11

(HY =

Uma vez escolhido o ansatz i, tal que este
dependa de pelo menos um parametro variacional b,
deve-se calcular o valor esperado do Hamiltoniano
(H). Se o sistema for relativamente simples, podemos
escrever {H) como

(H) =(T) + (V) (12)

onde (T) e (V) sdo os valores esperados da energia
cinética e da energia potencial, respectivamente.

De acordo com a Eq. (5), esse resultado excede
E4s para qualquer parametro variacional b. Sendo
assim, para obter o valor deste parametro que
minimiza (H), calcula-se

d(H)
db

bmin

Substituindo o parametro bmin em (H), obtém-
se 0 menor limite superior do valor esperado do
Hamiltoniano. Assim determinamos um majorante
para Eoa energia do estado fundamental Egs

(H>min =Enm = Ep (14)

Se porventura Eo for igual a Egs, entao significa
que 0 ansatz é exatamente a funcao de onda do estado
fundamental do sistema estudado.

3.2 Método das diferencas finitas

A ideia basica do Método das Diferencas Finitas
(MDF) é transformar o problema de resolver uma
equacao diferencial ordinaria ou parcial, linear ou
nao linear, num problema de resolver um sistema
de equacoes algébricas (RUGGIERO; LOPES, 1996),
usando para isso a discretizacao do dominio da funcao
e a substituicao das derivadas presentes na equacao
diferencial por aproximacoes envolvendo somente
valores numeéricos da fungao, por diferengas finitas.

Em geral, as equacdes diferenciais a serem
resolvidas sao Problemas de Valores de Contorno
(PVC), sendo que a forma mais geral dos PVCs é dada
por

y"'() = f(xy(x),y'(x),a<x<b
y@ =a (15)
y(b) =8

Obtém-se as formulas de aproximacoes através
da série de Taylor da fungdo. Uma série de Taylor
€& uma expansao em série de poténcias de uma
funcao y(x) em torno de um ponto x = €, isto &,
uma representagao de uma fungao como uma soma
infinita de termos que sao calculados dos valores das
derivadas da fun¢ao no ponto x = €.
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yfr(e)
2!

yx)=y()+y'(e)x—e)+

A discretizagao do dominio ocorre ao dividirmos

o intervalo [a,b] em m+1 partes iguais de
comprimento h, dado por
b—a
s (17)
m+1

Dividir o intervalo m+1 em partes implica uma
discretizacdo de m+2 pontos, dos quais denotaremos
0s extremos do dominio por x,=a e x,=b.

Figura 2 — Esquema de discretizagao
do dominio em partes de tamanho

Xm-1 Xm Xm+l

b

Xo X1 X2 e Xi

% 5

Fonte: Elaboragao propria

De acordo com a literatura, o termo da Eq. (17)
é conhecido como passo (step) e, quanto menor for
o valor do passo, mais precisa sera a aproximacao,
porém, a quantidade de equagdes também aumenta,
influenciando significativamente o tempo de
processamento.

Assim, um ponto qualquer do dominio podera ser
representado pela expressao

x;=xp+ih,i=01,...m+1 (18)

e utilizaremos a notacao y: para representar, em
algumas equagdes, o valor da fungao y calculada no
ponto Xi:

yi = y(x) =yxy+ih),i=01,...m+1 (19

A série de Taylor para a fun¢do y(x) em torno
de um ponto x;, desprezando os termos de ordem
superior a 2, é dada por

yrr (xl)
2

y(x) = y(x;) +y'(x)(x — x;) + (x—x)?  (20)

Fazendo as substituicdes x =» xXir1i=xi+ h e
X = Xi1= Xi-h, obtém-se, respectivamente:
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(k)
k!

4

+00 (%)
€) o sog)k o Z 2 k!(E) (x —e)*  (16)
k=0

: y" (x;)

y(xi41) = y(x) +y' (x)h + > h? 21
I y”(x[)

y(xi—1) = y(x) —y' (x)h + | X))

2

Isolando o termo y'(x:) nas Egs. (21) e (22),
chega-se em:

y(xip1) — y(xp)

yo) ==L @)
y'(x) = Lhy(xl‘i) +0(h) (24)

Em contrapartida, subtraindo a Eq. (21) da Eq. (22)
e isolando o termo y'(x:), obtém-se

¥(xip1) — y(xi_q)
2h

y'(x;) = + 0(h?) (25)

As Eqgs (23), (24) e (25) sao as férmulas de
aproximacoes mais utilizadas para derivadas
de primeira ordem no ponto Xx; , conhecidas,
respectivamente, como diferenga avancada, diferenca
atrasada e diferenca centrada.

y'(x;) = J’(xi+1)h- y(x;) (26)

y(x) —y(x;_q)

y'(x) = h

Y(xive) — y(xi-1)
"(x; 28

Quando aplicamos essas formulas, inevitavelmente
elas nos levam a erros (RUGGIERO; LOPES, 1996). O
erro nas formulas da diferenca avancada e da diferenca
atrasada é da ordem O(h). Ja na formula da diferenca
centrada, o erro é da ordem O(h?), implicando uma
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aproximagao mais precisa do que nas outras, uma vez
queh<1.

De forma anéaloga ao que foi desenvolvido até
aqui nesta secao, deduziremos, a seguir, a formula
de aproximacao para a derivada de segunda ordem,
utilizando novamente a série de Taylor da fungao
y(x) em torno de xi. Desprezando os termos
de ordem superior a 4 e fazendo as substituicbes
X > Xim1=Xi+ h e X > xi1= Xi-h, obtém-se,
respectivamente:

n rr (4)
o ! Yi g2 Yi 13 N 44 (29)
y[+1—y1+ylh+2h+6h+24h
(4)
= D g Liuz_ﬂa Vi s (30)
Yi-1 = Yi ylh+2h 6h+24h

Adicionando as Egs. (29) e (30) e isolando o termo
y'i', obtemos

y(xie1) — 2y(x) + y(xi-1)

= +0(h?) 61)

yu(x[_) —

Nota-se que o erro obtido é da ordem O(h?).
Assim, obtemos a formula de aproximagdo para a
derivada de segunda ordem no ponto X, conhecida,
também, por diferenca centrada.

y(xit1) — 2y(x;) + y(x;—1)
h2

(32)

y' () =

Sendo assim, nosso problema de resolver um PVC
como a Eq. (15), sabendo que a < x < b, transforma-
se em

Yie1 — 2Vi + Yia1 i (x— Vit — 3’1‘—1)
n2 LT -
y(xg) = a
y(merl) =p

3.2.1 Aplicagdo do MDF na Equacgéo de
Schrédinger

Nesta secdo, aplicaremos o MDF a ES
independente do tempo para um potencial
unidimensional V(x). Podemos encarar esta

secdao como um tutorial para resolvermos qualquer
ES independente do tempo sujeita a potenciais
unidimensionais também independentes do tempo,
desde que a ES seja linear e unidimensional. Como a
ES independente do tempo é um PVC, nossa tarefa se
resume em resolver o problema:

—%lp"(x) +V0)YP(x) =Ep(x) a<x<b

Yla) =a
Y(b) =B

(34)

A Eq. (34) equivale a uma equacao de autovalores
para o operador Hamiltoniano H

H=T+V=—-——+V (35)

onde T ¢ 0 operador energia cinética e Veo operador
energia potencial; ressaltando que, neste artigo, (h =
m = 1). Os estados estacionarios do sistema fisico
sao representados pelas autofungdes P (x) do
operador Hamiltoniano, ou seja, fungdes que
satisfazem

Hpp(x) = Entpn(x) (36)

Os autovalores correspondem aos valores de
energia do sistema.

Fixado m, o espagamento h serad (b-a)/(m+1) e
ointervalo [a,b] seradivididoemx,=a, x;=x,+h,
X,=Xo+ 2h, .., x;=1h, .., Xpn1= Xo+ (M-1)h,
Xm=Xo+mh e Xx,,,1=b, como exibido na Figura 2.
Como conhecemos os valores de Y, nos extremos do
dominio, determinados pelas condi¢des de contorno
Y (x0)= ¢ ()=a e P (Xm)= Y (b)=P,
teremos como incognitas Y, (x1), Y, (x2). ...,
Y. (x,), e assim, para cada i=1,2,..,m, usaremos a
aproximacao obtida na Eq. (32)

Y1) — 200(x) + ¥(x;-4)

V(%) ~ hZ

Para cada i, a Eq. (34) pode ser escrita como
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1 (Xigq) — 20n (xi) + P (xi-1)

2 h2 + V)Yn (%) = EqPn (x;) (37)
ou seja,
1 1 1
- ﬁwn(xi—ﬂ by [ﬁ + V(xi)] Y (x;) — mlpn(xiu) = Enn(x;) (38)
Agora, fazendo i=1 na Eq. (38), obtemos
1 1 1
= Un (o) + [ + V) | Y Gt = 3 (x2) = B ty) )
Analogamente, para i=m, a Eq. (38) torna-se
1 1 1
- mWR(xm—l) + [ﬁ + V(xm)] Y () — mlpn(xm+1) = Enn(xpm) (40)

O resultado é um sistema linear algébrico de m equagdes e m incognitas com solucao Unica (MONERAT
etal., 2010):

1
2h?

1 1 1
— g ¥n ) + [+ VG |9l - Szt Gain)) = Bapae)  2<i<m—1 @

1 1
a+ [ﬁ T V(xl)] Yn(xy) — ﬁwn(xz) = Enn(xy)

1 1 1
= YnCtms) + [+ V Com) | Yn Gim) = 258 = Bt Gm)

Esse sistema pode ser convenientemente expresso na forma matricial, se escrevermos a fungao Yn(x)
como um vetor

Ipn (xl)
lpn (xz)

Yn (x) = Yn (xl) (42)

lpn (x.m— 1)
Yn (Xm)

A partir de tais consideragdes, o sistema de equagdes (41) assume a seguinte forma:
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Fix) ¢ 0 0 0 0 P (xy) Wn (x1)
G F(x) G 0 0 0 P (x2) P (x2)
0 ~ 0 0 : :
0 g F(x) ¢ 5 g Yn(x) | =En| ¥nlx) (43)
0 ' : :
: % E . F(xz?n_l) G 'pn(xm—l) Itbn(xm—l)
0 0 0 0 F(xm) V)n(xm) wn(xm)

onde F(x;)) =1/h*+V(x)) e G=-1/(2h?).

Observa-se que a matriz tridiagonal da Eq. (43) de ordem m X m é simétrica e real; isso significa que

podemaos diagonaliza-la:

det(H — Enl) =0

(44)

Assim, obtemos o conjunto de autovalores resolvendo o determinante:

F(x,) — E, G 0 0
G Fe)-E. G 0
0 G F(xl) — En
0 0
0 0 0
0 0 0

Para obter as autofuncdes, basta substituir cada
autovalor nas Eq. (43) e resolver o sistema linear
correspondente.

E importante ressaltar que obter a solucdo da
Eq. (45) utilizando os pacotes computacionais atuais
tornou-se uma tarefa relativamente simples, pois,
diferente das linguagens compiladas como C++, fortran,
entre outras, que sao mais complicadas, as linguagens
de script como Matlab, Scilab, Octave, Cocalc, R ja
vém com uma colecao muito rica de bibliotecas,
com numerosos algoritmos, em um ambiente de
desenvolvimento agradavel.

4 Resultados

4.1 Resultados variacionais

Aplicamos o MV apresentado na secdo 3.1 com
0 intuito de determinar o estado fundamental da ES
independente do tempo:

1.d*
_Ed_xlf — Vpsech? (x)y = EY (46)

(45)

F(xm,l) =~ En
G F(xy) — Ep

oo

Solugbes variacionais para a equagao acima
podem ser obtidas ao assumirmos um ansatz simétrico
na forma gaussiana®:

¥ (x) =4 Ee—blez (47)
A

sendo b o parametro variacional.
Ao substituirmos a Eq. (47) em (H) =(T) + (V),
obtém-se:

+oo

m-if]

—00

—bx2/2 d? —bx%/24
e —i2 X
dx?

+00
h (48)
S f (bx? — 1)e~* dx

3 Afungdo teste gaussiana é bastante usual, mesmo quando tem
pouca semelhanca com o estado fundamental real, devido a facilidade de
se trabalhar com ela.
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(V) = f f =bx*/2 sech2(x)e~b%*/2qy

f f sech2(x)e™ —bx? gy

Isto &,

(H) = (50)

+00
b b
——Voj: J‘ sechz(x)efb"2 dx
4 T

Neo 48

Observa-se que a integral relativa ao valor
esperado do potencial ndo possui solugao analitica.
Fato esse que faz a expressao do valor esperado do
Hamiltoniano ficar mais fatigante. Mas, mesmo diante
dessa situagdo, é possivel minimizar (H) de acordo
com a Eqg. (13), pois a derivada da minimizacao é
realizada em relagdo ao parametro b e a integral de
(V) érealizada em relacio a x, ou seja, d/db e [ dx
comutam entre si.

Diante do exposto, a minimizagao de (H) torna-se

d(H) d d b
= — X = 1
T |: f sech?(x)e dxl 0 (1

400 +eo
d(H) i
0 —a 2\/_ sech?(x)e™ —bx? dx+Vof j xzsechz(x)e_b"2 dx =0 (52)
Apds manipulacoes algébricas basicas de fatoragao e isolando os termos integrais, obtém-se
Vi 1 i b i 1
0 —hy2 o e
—2|— | sech?(x)e~?*"dx —2Vb |- f x2sech?(x)e b* dx| =~ (53)
2Va \/z_f e J; ’ el 3

A Eq. (53), além de nao apresentar solugao
analitica, € uma equacao integral com um grau de
complexidade elevado. Todavia, através de um
algoritmo de repeticao (também chamado de lago ou
loop) envolvendo comandos do tipo while, for, etc., a
Eq. (53) pode ser resolvida para b desde que o valor
da amplitude V, seja preestabelecido.
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Figura 3 — Fluxograma representativo
de um algoritmo de loop
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Fonte: Elaboragao propria
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Portanto, para o valor de V,= 1,0, constatou-se
b =0,7259 que, substituido na Eq. (50), resultou em
E,=—0,4908. A funcdo de onda correspondente esta
plotada na Figura 4.

Figura 4 — Funcao de onda obtida variacionalmente
para o ansatz gaussiano i (x) =Vw_nexp(—bx2/2).
O valor do parametro b, obtido através da
minimizacdo do Hamiltoniano, foi b = 0,7259.
Este foi substituido na Eq. (50), obtendo-se

E,=—-0,4908
0.6 T T e e T e
05+ -
I = ]
: S\ === E =-04908
041 ! \ -l
= oA
f 0.3 ’ \,‘
' L]
0.2 i \ a
] \
! A\
r
0.1 ! \‘
4 X,
fi] — A L u IR b WP IS WY
5 4 3 2 -1 ¢ 1 2 3 4 5
X

Fonte: Elaboragao propria

4.2 Resultados numéricos

Aplicamos o Método das Diferengas Finitas
apresentado na se¢ao 3.2 com o intuito de resolver a
ES independente do tempo

i
- Ew"m — Vysech?(x)y = EY (54)

no intervalo —4,5 < x < 4,5, com passo
h = 0,03 sujeito as condi¢des de contorno de
Dirichlet, ¥ (£4,5)=0, e amplitude V,= 1,0. O
valor encontrado para energia referente ao estado
fundamental foi E, = —0,4908 e a funcdo de onda
correspondente esta plotada na Figura 5.

Figura 5 — Funcdo de onda obtida
numericamente atraves do MDF. O valor
da energia referente foi E, = —0,4995

0.6 vt ere it e

I/ - =E=-0.4995

w -

Fonte: Elaboracdo propria

4.3 Resultados analiticos

Como mencionado na secao 1, o potencial de
Poschl-Teller pertence a uma classe especial de
potenciais para 0s quais a Equacao de Schrodinger
unidimensional pode ser resolvida em termos de
fungdes especiais. Isto posto, pode-se reescrever o
potencial de Poschl-Teller na forma

{i+1)

V(x)=— sech?(x) (55)

em que a amplitude V, da Eq. (1) foi substituida pelo
termo I( L+ 1)/2 por razdes que serdo apresentadas
a seguir.

Assim, a Equacao de Schrodinger independente
do tempo se torna

2 = (56)
7 dx? 2 sech*(x)y =Ey

cujas solugdes podem ser encontradas em virtude da
substituigdo u = tanh(x). Sendo assim, segue que a
derivada primeira se transforma em

dy . dy
S o (e =0 (57)
dx (A=) du
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e a derivada segunda se torna

d*y d*y dy
—=1-u?)2——-2u(l—u?)— (58
dx? G =) du? Bl )du

Assim, apoOs algumas manipulagbes algébricas

simples, a Eq. (56) se transforma em

d? dy
gt e . G
1-u )duz Zudu+
(59)
[1(z+1)+ I -
1—u? v =

que é a Equagao de Legendre Associada (motivo pelo
qual utilizou-se a substituicao da amplitude V, pelo
termo (L + 1)/2), cuja solucdo sdo os Polindmios
Associados de Legendre, P/™(u), com E=—m?/2,
[=1,2,3,..e m=1,2,..,l—1,l. O estudo da Equacéo
de Legendre Associada bem como sua solugao ja estao
bem estabelecidos na literatura (ARFKEN; WEBER,
2007; BOYCE; DIPRIMA, 1992; BUTKQV, 1978). No
entanto, as fun¢des de ondas devem ser normalizadas
a unidade, acarretando alteracdes dos valores
multiplicativos dos le. Observa-se também que o
caso I = 0 nao é considerado, pois, caso fosse, o
potencial seria nulo. O caso analisado na se¢ao 4.1 e
na secao 4.2 foipara Vo= 1, que é equivalenteal=1
e, consequentemente, am = 0.

Figura 6 — Fungao de onda obtida analiticamente,
sendo esta o polindmio associado de Legendre
Pj(tanh(x)). A energia referente a
autofuncéo foi E, = —0,5

0.6 T T T T T T T
051 ff(“\e
0.4 ; / \ — 703
I j; \.i
£03 [\
= L | \
| I
02F ,f’ \ ]
[ / \
[ / \
0.1 / x,“‘
B /f N\
S — P et L (R ‘\\I\.“.m-L (e
S5 0-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 3

Fonte: Elaboragao propria

Sendo assim, o polindbmio que buscamos é
Pl(w)=(1—u)"2, onde u = tanh(x), ou seja,
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P(x) » P} (tanh(x)) = (1 — tanh?(x))*/2

(60)
= sech(x)
que, apds normalizacao, fica
P(x) = = sech(x)
x) = —sech(x 61
N (61)
e a energia fica
E E e (62)
—_ = —_—— ——
0 2 2

5 Discusséo dos resultados

Constatamos que o Método das Diferencas Finitas,
em virtude de sua simplicidade e vasta aplicabilidade,
é ideal para a quantizacao de Hamiltonianos cujas
solu¢des analiticas sejam desconhecidas. Enfatizamos
também, como pode ser visto na Figura 7, a precisao do
método, o que o torna uma ferramenta imprescindivel
nao somente para os discentes de graduacao em
Fisica, mas também para pos-graduandos.

Entretanto, é de extrema importancia ressaltar
algumas ponderacbes acerca das condicbes de
contorno empregadas na ES estacionaria através do
MDEF. Sabemos que solugdes da ES sujeita a potenciais
do tipo pogo apresentam estados ligados descritos
por um espectro discreto de energia. Como é bem
sabido, os estados relevantes do espectro discreto sao
selecionados pelas condi¢des de contorno de tal forma
que a funcao de onda se anule para x = 4 oo (em 1D).
Se considerarmos um poco razoavelmente profundo,
as condi¢oes de contorno de Dirichlet — por mais que
afetem os autovalores, ainda que de forma irrelevante
— descrevem o limite para x = £ oco. Entretanto, se
considerarmos um pogo relativamente raso, a energia
de ligacao do estado fundamental, como foi tratada
neste artigo, tornar-se-a insuficiente para que as
condicdes de Dirichlet sejam empregadas — a menos
que o intervalo utilizado na discretizagao aumente
relativamente bastante, pois o decaimento da fungao
de onda fora do potencial se torna muito lento. Isso
acarretara o aumento do tempo de processamento das
contas, caso o passo (step) utilizado na discretizagao
ndo seja aumentado. E interessante que uma solucdo
para esse problema poderia ser obtida através
da discretizacdo nao linear do intervalo, como
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encontrado em outras tearias, por exemplo, Grupo de
Renormalizacdo Numérica (YOSHIDA; WHITAKER;
OLIVEIRA, 1990). Isso sera objeto de pesquisa em um
futuro artigo.

Com relagdo ao Método Variacional, percebemos
que ele é extraordinariamente poderoso e facil de
ser usado, pois, mesmo que o0 ansatz tenha pouca
semelhanca com a funcao de onda real, o valor da
energia obtido pelo valor esperado do Hamiltoniano
serd muito proximo do valor exato da energia do estado
fundamental. O Unico problema com esse método é
gue nao ha uma certeza do quao proximo se esta de
E 4s; a Unica garantia é a de ter um limite superior.

Figura 7 — Comparacao entre as autofuncoes
relativas ao estado fundamental obtidas pelo
MV (azul) e pelo MDF (magenta) e a autofuncao
analitica (verde). Com relagao a energia do
estado fundamental, o erro relativo percentual
do valor obtido numericamente em relacao
ao valor exato foi de 0,01%, enquanto o erro
relativo percentual obtido variacionalmente
em relacao ao valor exato foi de 1,84%

0-67 Bl & &l i | L B B

0.5 Fa
L(E). =-0.4908 j‘“\

L 0)\'a1‘ ]
04+ (E) -0.5 ANALTC |
Pl — = MDF

']
anltc ]
5 [F'U)muu -0.4995 J
03 ¥ .
= r [} 1
E Fi ]

—- MV

Fonte: Elaboragao propria

6 Conclusao

Neste trabalho, observamos que tanto a solugao
variacional quanto a solu¢ao numérica para a Equagao
de Schradinger 1D independente do tempo submetida
ao potencial de Poschl-Teller se mostraram muito
precisas em relacao ao resultado analitico exato.

Dessa forma, além de granjear o conhecimento
sobre esse potencial pouco explorado em livros de
Mecanica Quantica da graduagao, o discente tera a
competéncia de empregar os métodos aqui explorados
na busca de solugbes para outros potenciais pouco
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investigados que nao apresentam solugoes analiticas
exatas. Como estimulo para futuros trabalhos,
sugerimos o estudo do potencial de Eckart (COSTA
etal, 2016).

Reafirmamos, aqui, a importancia do estudo dos
métodos variacionais e numeéricos para a busca de
solugbes da Equacgao de Schrodinger em determinados
sistemas quanticos e ressaltamos que o potencial
abordado neste texto € amplamente estudado em
profusos trabalhos, havendo diversos textos na
literatura que tratam de tal potencial, como foi citado
na secao 1.

Em vista disso, apresentamos, de forma didatica,
a aplicagao de cada método da forma mais detalhada
possivel. Esperamos, assim, ter proporcionado ao
leitor o incentivo necessario para continuar o estudo
desse potencial e dos métodos aqui contemplados.
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